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Lit  LA  RÊDL'CTION 

DES 

FORMES  QUADRATIQUES  TERNAIRES  POSITIVES 

ET  DE  SON  APPLICATION 

AUX  IRRATIONNELLES  DU  TROISIÈME  DEGRÉ. 


[NTRODUCTION. 


Le  but  final  du  présent  travail  est  de  développer  les  recherches  de 
M.  Hermile  relatives  aux  irrationnelles  du  troisième  degré  et  contenues 
dans  ses  Lettres  à  Jacobi.  Ces  Lettres  ont  été  publiées  dans  le  Journal 
de  Crelle,  t.  40,  et  dans  les  Œuvres  de  Jacobi,  t.  2.  Notre  travail  portera 
principalement  sur  la  dernière  partie  de  la  deuxième  Lettre. 

La  théorie  de  M.  Hermite  exigeant  la  réduction  de  certaines  formes 
ternaires,  nous  avons  été  conduit  à  exposer  une  méthode  de  réduction, 
et,  bien  que  les  Lettres  a  Jacobi  renfermassent  des  méthodes  de  ré- 
duction, nous  leur  avons  préféré,  sur  le  conseil  de  M.  Hermite,  la  mé- 
thode récemment  donnée  par  ÏM.  Selling  dans  {ajournai  de  M.  Resal. 

Nous  avons  été  amené  parla  à  disposer  notre  travail  de  la  manière 
suivante. 

Après  avoir  rappelé  les  divers  travaux  relatifs  à  la  théorie  des 
formes  quadratiques  ternaires  positives,  nous  exposons  la  niélhode  de 
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M.  Sc'Iling;  nous  éludions  spécialement  les  substitutions  auxquelles  con- 
duit l'emploi  de  cette  méthode  dans  la  réduction  continue  d'une  forme 
à  coelficients  variables  et  nous  réduisons  ces  substitutions  à  deux. 

Nous  exposons  ensuite  la  théorie  de  M.  Hermite  sur  les  irrationnelles 
du  troisième  degré;  de  celle  théorie  ressort,  pour  les  irrationnelles  du 
troisième  degré,  cette  propriété  très  remarquable  de  conduire  à  un 
algorithme  périodi(|ue  entièrement  analogue  à  celui  des  fractions  con- 
tinues dans  leur  application  aux  irrationnelles  du  second  degré. 

On  appliiiuc  ensuite  cette  théorie  à  divers  exemples. 

On  termine  par  (luelques  brèves  considérations  sur  les  unités  corn 
plexes,  dont  on  renvoie  l'étude  approfondie  à  un  autre  travail. 


I. 

DE  LA  RÉDUCTION  DES  FORMES  QUADRATIQUES. 


1 .  J'appelle  fonne  quadratique  ternaire  une  fonction  du  second  degré 
homogène  à  trois  variables  dont  l'expression  générale  est 

f=zax'-^   a' y-  -[-  (i" z-   \  "i.byz  -\-  7.b' zt-\    ih" x\; 

dans  laquelle  les  quantités  a,  a',  a",  h,  h',  //'sont  des  nombres  quel- 
conques donnés'et  x,Y,  2  trois  variables  arbitraires. 

Si  la  forme/ reste  toujours  positive  quelles  que  soient  les  valeurs 
attribuées  à  x,  y,  z,  nous  dirons  que  la  forme/est  une  forme  positive. 

Si  la  forme/était  constamment  négative  quelles  que  fussent  les  va- 
riables a?,  y,  z,  la  forme/serait  dite  nrgative ;  l'étude  des  formes  néga- 
tives se  ramène  évidemment  à  celle  des  formes  positives  en  changeant 
le  signe  des  six  coelficienls  a,  a',  a",  b,  h',  h" .■ 

Les  formes  positives  ou  négatives  sont  encore  a|)pelées  des  formes 
définies;  les  formes  qui  prennent  des  valeurs  tantôt  positives  et  tantôt 
négatives  lorsque  .r,  y,  z  |)arcourent  la  série  des  valeurs  de  — -co  à  -f-oc 
sont  appelées  âes  formes  indtfinics. 
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Dans  ce  qui  suit,  on  ne  s'occupera  que  des  formes  définies. 

Ces  formes,  égalées  à  —  i,  représentent  en  coordonnées  rectilignesdes 
ellipsoïdes.  Un  changement  convenable  de  variables  permettrait  donc 
de  ramener  une  forme  positive  donnée/ à  la  forme 


où  A,  B,  C  seraient  trois  constantes  positives  et  ç,  ■/:,  'C.  trois  variables 
arbitraires. 

Nous  supposerons  que  les  quantités  a,  a' ,  a",  h,  h' ,  h"  sont  des 
nombres  quelconques  entiers  ou  fractionnaires,  rationnels  ou  irra- 
tionnels: mais  nous  n'attribuerons  àa-,  j,  z  que  des  valeurs  entières. 

Nous  dirons  que  les  nombres  qui  peuvent  être  représentés  par  la 
forme/ en  attribuant  à  .r,  v,  =  des  valeurs  entières  appartiennent  à  la 
forme  f. 


2.  Soient  trois  variables  X,  Y,  Z  liées  à  -r,  v,  :;  par  les  relations  sui- 
vantes : 

^  =  3:X  -+-  a'Y  +  a"Z, 
z-yX-/Y-/'Z. 

où  a,  a',  «",  (3,  p',  |3",  y,  y',  y"  sont  des  nombres  entiers. 

Si  dans  /  on  remplace  .c,  y,  ;  par  les  expressions  précédentes,  la 
forme/ se  changera  en  une  forme  F  qui  peut  s'écrire  ainsi  : 


A  Y 


tBYZ+  2TÎ  ZX  -  aB'XY, 


où  A,  A',  A",  B,  B',  B"  sont  de  nouveaux  nombres  constants  dont  les 
relations  avec  les  premiers  sont  bien  faciles  à  établir. 

Si  l'on  attribue  à  X,  Y,  Z  des  valeurs  entières,  il  en  résultera  pour 
x,Y,  z  des  valeurs  entières,  de  sorte  que  tous  les  nombres  qui  appar- 
tiennent à  la  forme  F  appartiennent  aussi  à  la  forme/. 

Si  le  déterminant 

a     a'     o." 

.3    5'     h" 

•/    Y    y" 

est  égal  à  ±  i,à  des  valeurs  entières  dea-,v,  :;  correspondent  des  valeurs 
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entières  de  X,  Y,  Z,  de  sorte  que  tous  les  nombres  apparlciiant  à  la 
forme/appartiennent  aussi  à  la  forme  F. 

Donc,  dans  le  cas  où  le  déterminant  précédent  est  égal  à  :  -  i,  tout 
nombre  appartenant  \\  f  appartient  à  F,  et  réciproquement. 

Et  lorsqu'on  atti'ibue  à  x,  y,  z  toutes  les  valeurs  entières  de  —  ce  à 
-+-  Qo  ,  la  série  des  valeurs  obtenues  pour/ est  identique  à  la  série  des 
valeurs  obtenues  pour  F  lorsque  X,  Y,  Z  varient  de  —  ce  à    \-  x  . 

Les  deux  formes/ct  F  sont  alors  i\\)i)c\cL'S  dciuv  formes  équivalenlcs. 

3.  Il  existe  entre  les  coefficients  de  ces  deux  formes  une  relation 
remar(jnal)le:  si  l'on  prend  les  demi-dérivées  de/par  rapport  aux  trois 
variables  x,y,  z,  le  déterminant  formé  avec  les  coelïicients  de  x,  y,  z 
dans  ces  trois  demi-dérivées,  à  savoir 


(t 

!>■' 

b 

h" 
h' 

a' 
h 

h 

est  égal  au  déterminant  obtenu  en  opérant  de  la  même  manière  sur  la 
forme  F. 

Ce  déterminant,  (pii  a  la  même  valeur  dans  toutes  les  formes  é(]uiva- 
lentes  à  /,  s'appelle  le  déterminant  de  la  forme  f. 

4.  Si  toutes  les  formes  équivalentes  ont  le  même  déterminant,  il 
n'est  pas  vrai  que,  réciproquement,  toutes  les  formes  de  même  déter- 
minant soient  équivalentes. 

Au  contraire,  si  nous  groupons  en  une  seule  classe  toutes  les  formes 
équivalentes  à  une  forme  donnée,  en  général  à  un  déterminant  donné 
correspond  un  certain  nombre  de  classes. 

5.  Puisqu'aux  formes  équivalentes  (|ni  composent  une  classe  cor- 
respondent identitiuement  les  mêmes  nombres,  il  suffit,  pour  étudier  ces 
formes,  d'étudier  l'une  d'entre  elles. 

Et  deux  formes  étant  données,  il  sera  important,  avant  de  commencer 
leur  étude,  d'examiner  si  elles  sont  équivalentes  ou  non,  puisque,  dans 
le  cas  où  elles  seraient  équivalentes,  il  suffirait  d'étudier  l'une  des 
deux. 
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Or,  si,  parmi  les  formes  d'une  classe,  on  en  choisit  une  entre  toutes 
les  autres  pour  représenter  cette  classe,  et  si  cette  forme  est  choisie  de 
manière  que  ses  coefticients  véiifient  certaines  relations  à  l'exclusion 
de  toutes  les  autres  formes  de  la  même  classe,  si  de  plus,  une  forme  de 
la  classe  étant  donnée,  on  sait  en  déduire  la  forme  spéciale  précédente, 
il  sera  toujours  Aicile  de  voir  si  deux  formes  sont  équivalentes  ou  non. 
Il  suffira,  en  effet,  de  voir  si  elles  correspondent  toutes  deux  à  la  même 
forme  spéciale  ou  à  deux  formes  spéciales  distinctes. 

Cette  forme  spéciale,  choisie  entre  toutes  les  formes  d'une  même 
classe,  s'appelle  une  forme  réduite. 

Par  conséquent,  la  théorie  de  la  réduction  des  formes  ternaires,  c'est- 
à-dire  la  recherche  de  la  forme  réduite  d'une  classe  donnée,  doit  pré- 
céder toute  autre  élude  sur  ces  formes. 

G.  Gauss  (')  a  le  premier  ahordé  cette  théorie,  et  il  a  montré  que, 
pour  les  formes  à  coefficients  entiers,  le  nombre  des  classes  répondant 
à  un  déterminant  donné  était  fini;  mais  il  n'a  pas  donné  de  définition 
précise  de  la  forme  réduite. 

Seeher  (-)  a  donné  le  premier  une  définition  précise  de  la  forme 
réduite  en  assujettissant  ses  coefficients  à  des  conditions  qui  sont  rem- 
plies par  une  seule  forme  parn)i  toutes  les  formes  d'une  classe  donnée 
et  en  montrant  comment,  une  forme  étant  donnée,  on  peut  calculer  la 
réduite  correspondante. 

La  démonstration  de  Seeber  est  excessivement  compliquée;  elle 
occupe  plus  de  la  moitié  d'un  livre  de  deux  cents  pages  in-4°;  elle 
consiste  à  montrer  que,  étant  donnée  une  forme  satisfaisant  aux  con- 
ditions de  réduction,  les  formes  équivalentes  qu'on  en  peut  déduire  ne 
satisfont  pas  à  ces  conditions,  et  Seeher  y  parvient  en  faisant  l'énumé- 
raiion  de  tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter.  Celte  énorme  énumé- 
ration  n'est  pas  même  tout  à  fait  complète,  ainsi  que  l'a  fait  voir 
Eisenstein. 

Eisenslein  a  remarqué  ensuite  que  les  conditions  données  par  Seeher 
pouvaient  se  simplifier.   Les  conditions  de  Seeher  contenaient,  dans 


(')  Disqiiisilinni s  nrilhniclicœ,  n°  276  et  suiv. 

(-)   Untfi-surliiingen  ithcr  die  Eigcnschtiften  itcr  i/nxitheii  tcrn'nren  quadraiischt 

■icn  (Fril)Oiirg,  iS'ÎP. 
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certains  cas,  les  coefficients  au  second  degré.  Eisenstein  a  montré  et  il 
est  facile  de  voir  que  ces  conditions  se  réduisent  au  premier  degré. 

7.  Les  relations,  simplifiées  par  Eisenstein,  que  doivent  vérifier  les 
coefficients  d'une  forme  réduite  sont  les  suivantes  : 

Les  trois  coelficients  h,  h',  h"  doivent  être  de  même  signe,  et  les 
conditions  se  divisent  en  deux  séries,  selon  que  h,  h',  h"  sont  positifs 
ou  négatifs. 

1°  Si  h,  h',  ^"sont  positifs,  il  faut: 


Conditions  générales. 


Conditions  particulières. 


/  ib^a',  o.b'la,  ib"^a. 


Si     a  =  a' 

il  faut 

b  ^b', 

a'  =  a" 

b'7b". 

2b  =«' 

b"l^b' 

■i.b'  =  (i 

b'iib. 

ib"=a 

b-  =  7.0. 

2"  Si  ô,  h',  h"  sont  négatifs,  il  fau 
Conditions  générales 


1  ib'a,  ib'T^a,  ib"^a,  i  {  b -h  b' -h  b" 


Conditions  parliculièrcs. 


Si              n  =a'  il  faut     b  <6', 

«'=«"  b'<b'-, 

ib   =za'  6"=  o, 

?. //   rrt  rt  6"=  o, 

1  b"  =  a  b'  =  o, 

2{b  -i-  b' -\-  b"  ]  =  a  -^  II'  «  ^  2 b'  -t- 


8.  Dans  ses  Lettres  à  Jacobi,  où  sont  exposés  tant  de  beaux  résultats, 
M.  Hermite  est  revenu  plusieurs  fois  sur  la  tbéôrio  de  la  réduction,  en 
l'étendant,  du  reste,  aux  formes  quadratiques  com|)Osées  d'un  nombre 
quelconque  de  variables. 

Mais,  quoique  les  conditions  aux(|uelles  il  a^suJL'ttit  les  réduites  ne 
puissent  être  satisfaites  que  par  un  non)bre  fini  de  formes  dans  ebaque 
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classe,  il  n'est  pas  démontré  qu'une  seule  forme  les  vérifie,  et  la 
réduite  manque  ainsi  de  son  caractèie  d'être  unique  dans  chaque 
classe. 

9.  Gauss,  à  propos  du  travail  de  Seeber,  fit  [Journal  de  Crelle,  t.  20) 
sur  la  représentation  géométrique  des  formes  ternaires  quelques  re- 
marques qui  ont  conduit  Lejeune-Dirichlet  à  faire  la  théorie  de  la 
réduction  des  formes  ternaires  à  l'aide  de  considérations  purement 
géométriques.  Lejeune-Dirichlet  a  ainsi  substitué  au  long  exposé  de 
Seeber  une  démonstration  très  simple. 

M.  Selling  (')  a  dernièrement  reprisée  sujet.  Dans  la  première  Partie 
d'un  Mémoire  publié  dans  le  Journal  de  M.  Borchardt  et  dans  le  Journal 
de  M.  Resal,  il  a  cherché  à  traduire  algébriquement  le  procédé  géomé- 
trique de  Dirichlet,  et  il  est  parvenu  à  une  excellente  méthode  de 
réduction  que  nous  allons  exposer. 


II. 

MÉTHODE  DE  RÉDUCTION  DE  M.  SEUING. 


10.  A  cause  de  la  symétrie  des  calculs,  nous  remplacerons  les  coef- 
ficients a,  a',  a",  b,  h',  b"  par  d'autres  coefficients,  et  nous  prendrons 
avec  M.  Selling,  pour  type  d'une  forme  quadratique  ternaire,  la  forme 
suivante  : 

/=  ax-  -f-  by'-—  cz-~  "igyz  +  -i-hzx  -+-  ikxy. 

Aux  coefficients  g,  h,  k  nous  adjoindrons  trois  autres  coefficients 
désignés  par  /,  m,  n,  et  aux  coefficients  a,  b,  c  nous  adjoindrons  un 
quatrième  coefficient  désigné  par  d. 

Les  nouveaux  coefficients  seront  liés  aux  coefficients  primitifs  par  les 


{ '  )  Journal  de  M.  Borchardt,  t.  77,  et  Journal  de  M.  Resal,  3'  série,  t.  III. 


relations  suivantes  ; 


L 

en  Ali  V 

a 

„ 

/( 

-A-  -H 

b 

H 

S 

_^/,-  _. 

c 

- 

s 

-hh  -^ 

d 

+ 

l 

-i-  m  -•.- 

Si,  introduisant  une  quatrième  variable  t,  nous  changeons  a ,  }•,  ^ 
respectivement  en  a;  —  ^,  /  —  /,  s  —  ^  la  forme  /"pourra  s'écrire  de  la 
manière  suivante  : 

9  =  -  sir  ■-  -r-ft{z  -  x]-  -  f>[^  -)■]-- /[x  -  t-^m{x-t)--^  n{z  —  tV^. 

Cette  forme  à  quatre  variables  est  identique  à  la  forme  proposée  si 
l'on  y  fait  t  —  o;  mais  cette  restriction  est  même  inutile,  car  à  des 
valeurs  entières  de  ce,  y,  z,  t  dans  la  forme  ©  correspondent  des  valeurs 
entières  dans  la  forme/pour  .r,  y,  z,  de  sorte  que  les  mêmes  nombres 
peuvent  être  représentés  par  l'une  ou  l'autre  forme. 

Si  une  substitution  (') 

/  x  =  aX-4-a'Y-T-a"Z, 

(i)  r  =  (3X-i-[5'Y-(3"Z, 

(  2  =  -/X^7'Y^y"Z 

transforme  la  formeyen  une  forme  équivalente  F,  la  substitution 

i  ^  =  a:(X  —  Tj -f- a'(Y  —  Ti -:- a"lZ  —  Tj, 

(2)  ^.=  (3ix-T)-.[5'(Y-T)^P"(Z-T), 

(   z  =  y{X-T;-^7'(Y-T;-f-7"(Z-T), 

qu'on  peut  écrire 

a"'T, 


[rtbis)  ]  j=(3X-4-(3'Y  +  |3"Z 


z^yX^y'Y-^y"Z-r-y""I, 


"T, 


(  '  )  Nous  ne  considérerons  jamais  que  des  substitutions  au  déterminant  i ,  c'est-à-dire 
telles,  que  le  déterminant  S  p'  p"  soit  égal  à  i .  Quant  aux  substitutions  de  détermi- 
nant —  I,  elles  se  ramènent  aux  précédentes  en  changeant  les  signes  de  tous  les  coefficients, 
ce  qui  ne  change  (las  le  résultat  de  la  substitution.  Il  n'y  a  donc  pas  à  distinguer  entre  les 
substitutions  de  déterminant  -i- 1  ou  —  i . 
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OÙ  les  quantités  a",  ft'",  7  "  vérifieut  les  relations  suivantes, 

a  +  a'  -i-  a"  -h  oc"'  =  o, 
P--P'  +  iS"+P"'=o. 
y  ^- y' +/"+-/"  =0, 

cette  substitution  (2  bis),  dis-je,  transformera  /  en  une  orme  $  qui 
sera  identique  à  F,  qui  contiendra  quatre  variables  et  qu'on  peut  déduire 
de  9  au  moyen  de  la  substitution 

^  —  a  X  -~  a'  Y  4-  a"  Z  -i-  a"'T, 
j  =  (5X-i-(3'Y-;-(3"Z  +  (3"'T, 
z  =  yX-i-7'Y-l--/'Z+/"T, 
/  =  o  ; 

et,  comme  dans  9  n'entrent  que  les  différences  .r  —  t,  y  —  l,  z  —  t,ç>xv 
pourra  remplacer  cette  substitution  parla  suivante, 

,   .r  =  a,X+aoY^-a3Z-^-a..T, 
)r=P.X-.-(3,Y-;-p3Z  +  p,T, 

z^  y,X-i-  y.>YH-  73 Z+  y,T, 

<  =  0|  X  ~-  ô^  Y  ^-  0;iZ  +  Oi  T, 

où  les  coefficients  (z,,,S,,7,,c?, ,  ...  sont  liés  à  a,, S.  7,  ...  par  les  relations 

a^aîi  —  ôi,     OL  --- y.-i  —  o-j,      ...,      P  =  (3i  —  Oi,      .... 

Ces  substitutions  (i)  et  (3),  qui  sontidentiques  l'une  a  l'autre,  seront 
représentées  par  l'une  ou  l'autre  des  deux  notations  suivantes. 


7    i    y" 


[3,     ?2     |3.i     i3-, 

71    yi    ■/:'    ■/•• 


et  l'on   remarquera,  sur  la  deuxième  représentation,  qu'on  peut  aug- 
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menter  ou  diminuer  d'un  même  nombre  tous  les  éléments  d'une  même 
colonne  verticale,  sans  changer  le  résultat  de  la  substitution. 

1 1 .  Nous  dirons  que  la  forme  ç  est  réduite  lorsque  tous  ses  coefficients 
g,  //,  k,  l,  m,  n  sont  négatifs  ou  nuls. 

Pour  que  cette  défniilion  soit  acceptable,  il  faut  démontrer  : 
1°  Qu'à  une  forme  donnée  correspond  toujours  une  forme  équiva- 
lente, dans  laquelle  les  coefficients  g,  h,  k,  l,  m,  n  sont  négatifs  ou 
nuls; 

2°  Que  parmi  toutes  les  formes  d'une  classe  il  n'y  en  a  qu'une  seule 
dont  les  coefficients  soient  négatifs  ou  nuls. 

12.  Je  commence  par  démontrer  qu'à  une  forme  donnée  correspond 
toujours  une  forme  équivalente  dont  tous  les  coefficients  sont  négatifs 
ou  nuls. 

Supposons  en  eifet  que  dans  la  forme  o  le  coefficient  g  soit  positif: 
je  fais  dans  cette  forme  la  substitution 

X  =  —  X  -i-  t. 

J'obtiens  ainsi  la  transformée 

<!^  =  -gi.r-r-z  +  tr--h{z-iy- 

—  lf[x—yY--l[x  —  tY  —  m[y—  l)'^  -  n[z  —,()-, 
et,  si  l'on  remarque  que  l'on  a 

Ix-^^X-  z-t\^-=-[r-zY-  +  [z  -xY--\-[x-rY- 

—  [x  —  tY^[r—  tY-i-[z  —  lY' 

on  en  conclut 

^  =  gir-zY-[g-^  n]{z-xY-{g+lf)(:r  -xY 

+  ig^l)[x^tY-[g-^m]{r-tY-{g+h][z-tY. 

Or  la  somme  des  coefficients  de  |  est 

—  (  2g-  -4-  A  -t-  /r  -+-  /  4-  m  4-  «  ), 
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et,  comme  g  est  positif,  on  voit  qu'elle  est  inférieure  de  ^  à  la  somme 
des  coelfieients  de  o. 

Si  un  autre  coefficient  était  positif,  on  pourrait  de  même  diminuer  de 
ce  coetficient  la  somme  —  (^  -!-  A  +  A  +  / -^  m  4-  «):  il  suifirait,  par 
exemple,  de  faire  une  permutation  des  variables  x,y,  z,  t  qui  amenât 
ce  coetficient  à  la  première  place  et  d'appliquer  ensuite  la  substitution 
précédente. 

Cela  posé,  remarquons  que  la  somme  —  [g  -\-  h  —  k  -^  l  -^  m  -\-  n) 
est  positive,  car,  en  se  reportant  à  la  définition  de  /,  m,  n,  on  voit  que 
la  somme  précédente  est  égale  à  ^^^— — -^--— — '  c'est-à-dire  à  la  demi- 
somme  des  valeurs  que  prend  9  quand  on  y  fait  successivement  a?,  y, 
s,  t  égaux  respectivement  àiooo,  0100,  0010,  0001.  Cette  somme  ne 
peut  donc  pas  être  inférieure  à  une  certaine  limite,  et  si,  parmi  toutes 
les  formes  équivalentes  à  la  forme/,  on  considère  la  forme  ou  les  formes 
qui  fournissent  une  somme  plus  petite  que  dans  toutes  les  autres  formes, 
cette  forme  ou  ces  formes  ont  nécessairement  des  coelfieients  g,  h,  k,  l, 
m,  n  dont  aucun  n'est  positif. 

Il  existe  donc  au  moins  une  forme  équivalente  à  une  forme  donnée 
et  dont  tous  les  coefficients  g,  h,  k,  l,  m,  n  sont  négatifs  ou  nuls.  Cette 
forme  se  déduira  de  la  forme  donnée  en  appliquant  la  méthode  précé- 
dente tant  qu'un  des  coefficients  sera  négatif;  mais  il  convient  de  re- 
marquer que  la  série  des  opérations  ne  se  prolongera  pas  indéfiniment. 

13.  En  efi'et,  supposons  que  nous  soyons  parvenus  à  la  forme 

0  =  -G(Y-Z)2-H(Z-Xl--K(X-Y)-^ 
-  L(X  -  T)2-  M  (  Y  -  T)2  -  N(Z  -  T)^; 

en  appliquant  à  9  et  aux  formes  suivantes  les  substitutions  qui  ont 
pour  résultat  de  diminuer  la  somme  des  coefficients.  La  série  des  sub- 
stitutions employées  pourra  se  ramener  à  une  substitution  unique, 

.T  =1  aX  ^  a'  Y  -t-  x"7.  —  y.""ï, 

jr=.(3X--(3'Y-;3"Z-.-;3"'T, 
2=:yX+  -/'Y-'/'Z^  /"T, 
t     ■-  o, 

permettant  de  déduire  directement  4»  de  ç. 
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Or  on  a  certainement 


N)<— fg--4-  fi-^  /f-hl+  m  -i-  n^ 


et  d'un  autre  côt*'-  —  G  -  H  -  K  y  L  f-  M  -f-  N)  est  la  demi-somme 
des  valeurs  que  prend  <Ii  quand  on  remplace  successivement  l'une  des 
quantités  X,  Y,  Z,  T  par  l'unité  et  les  autres  par  zéro.  Mais  remplacer, 
par  exemple,  X  par  l'unité  dans  $  elles  autres  variables  par  zéro  revient 
à  remplacer,  dans  o.  r,  y,  :;,  t  respectivement  par  a,  .S,  y,  o.  Il  en  résulte 
que  «,  j6,  y  ne  peuvent  croître  indéfiniment,  sans  quoi  la  valeur  corres- 
pondante de  o,  et  par  suite  de  $,  serait  elle-même  indéfiniment  grande. 

On  voit  par  là  que  les  coefficients  a,  /3,  y,  a',  /3',  ...  sont  limités. 

Donc,  si  la  série  des  substitutions  qui  d'une  forme  donnée  conduisent 
à  une  forme  dont  les  coefficients  soient  tous  négatifs  se  prolongeait  in- 
définiment, il  faudrait  que  deux  formes  $  et  <I>,  se  déduisissent  de  ç  par 
la  même  substitution;  mais  ces  deux  formes  offriraient  alors  la  même 
valeur  de  —  (G  -f-  H  -f-  K  +  L  +  M  -+-  N),  cl  celte  supposition  est  im- 
possible, puisque  dans  la  suite  des  opérations  cette  somme  va  constam- 
ment en  décroissant. 

Donc,  étant  donnée  une  forme 

o  —  —  g;  y  —  :  -  -  fi  z~  x  -—  /,    r  —  r)-—  /  -r  —  /'- —  /«(}■—/'-—  n  z—  t)-, 

par  un  nombre  fini  d'opérations  on  transformera  celte  forme  en  une  autre 
dont  tous  les  coefficients  g,  h,  k,  I,  m,  n  soient  négatifs  ou  nuls. 

14.  Je  veux  maintenant  démontrer  que,  parmi  toutes  les  formes  d'une 
classe,  il  n'y  en  a  qu'une  seule  dont  tous  les  coefficients  g,  h,  k,  l,  m,  n 
soient  négatifs  ou  nuls. 

Pour  y  parvenir,  on  démontrera  que,  si  une  lormo  a  tous  ses  coeffir 
cients  g,h,/i,l,m,n  négatifs  ou  nuls,  toute  forme  équivalente  présen- 
tera pour  la  somme  —  {g-i-/i-i-k-+-l-i~m-h  n)  une  valeur  supérieure  à 
la  valeur  correspondante  obtenue  par  les  coefficients  de  la  forme  don- 
née, d'où  résultera  que  les  coefficients  de  deuxformes  équivalentes  ne 
peuvent  être  tous  négatifs  ou  nuls. 

.le  supposerai  d'abord  une  forme  dont  tous  les  coefficients  soient 
négatifs;  j'examinerai  ensuite  le  cas  où  un  ou  plusieurs  de  ces  coeffi- 
cients seraient  nuls. 
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Soit  donc  une  forme 

9=  — gfj  — 2)-— A(s— x)^— A-(x— 7)2  — Z(^  —  <)2—  mlj-—ty^  —  n[z  —  t)-, 

dans  laquelle  g,  h.  A,  /,  m,  n  sont  tous  négatifs,  et  supposons  que  de 
cette  forme  on  déduise  une  forme  équivalente  0  au  moyen  de  la  substi- 
tution 

X  =  a,  X  +  a:.,  Y  —  a:,Z  --f-  aiT, 

;--/,X-4-y,Y-j   -/sZ+y.T, 
irr.  Ô,X  ^    Ô.Y  -4-ô:,Z—  o-,T. 

Si  l'on  désigne  par  A,  B,  C,  D,  G,  H,  K,  L,  M.  N  les  coefficients  qui 
pour  $  sont  analogues  aux  coefficients  a,  h,  c,  d,  g,  h,  k,  l,  m,  n  de  la 
forme/ou  o,  on  aura,  en  remarquant  que  A  est  le  coefticient  de  X^, 

A  =  ^((3.-y/r-  /'(y.-a.)— A-(a,-p,)^ 
—  /(ai  —  8|)-  — /n((3i  —  Oi)-—  «(71  —  ôi]-, 

et  l'on  aura  pour  B,  C,  D  des  valeurs  analogues  déduites  de  la  précé- 
dente en  affectant  les  lettres  a,  /3,  y  des  indices  2,  3,  4- 

Si  l'on  fait  alors  la  somme  A  -+-  B  -i-  C  +  D,  on  trouvera  que  dans 
cette  somme  le  coefficient  de  ^est 

Or  trois  des  différences  contenues  dans  le  crochet  ne  peuvent  être  si- 
multanément nulles,  sans  quoi  la  quatrième  serait  nulle  aussi  ;  mais,  dans 
ce  cas,  le  déterminant  de  la  substitution  serait  nul  contrairement  à  l'hy- 
pothèse. Donc,  dans  la  somme  A  +  B  -^  C  -f  D,  le  coefficient  —  g  est 
au  moins  multiplié  par  la  somme  des  carrés  de  deux  nombres  entiers, 
c'est-à-dire  au  moins  par  2;  il  en  est  de  même  des  autres  coefficients, 
ce  qui  prouve  que  la  somme  —  (G  +  H  -+-  K  4-  L  -+  M  +  N),  qui  est 

égale  a  ,  est  supérieure  ou  au  moins  égale  a 

—  (g-f-  /«  +  /f  -t-  /  4-  m  4-  «1. 

15.  Je  dis  qu'elle  est  nécessairement  supérieure,  car,  pour  que  la 
somme  des  coefficients  fût  invariable  lorsque  l'on  passe  de  9  à  $,  il  fau- 
drait que  les  différences  des  coefficients  de  la  substitution  fussent  nulles 


i6 


ou  égales  à  l'unilé;  et  même,  si  l'on  prend  les  (lualre  différences  entre 
les  éléments  correspondants  de  deux  lignes  dans  la  substitution 


y,     ■/■!    y.    7 

0,       Ôo       Ô:i       0\    I 


il  faudrait  que  de  ces  quatre  différences  deux  fussent  nulles  et  les  deux 
autres  égales  à  l'unité  en  valeur  absolue,  et,  comme  la  somme  de  ces 
quatre  différences  est  nulle,  nous  voyons  que  de  ces  quatre  différences 
deux  devraient  être  nulles  et,  des  deux  autres,  l'une  égale  à  H-  i, 
l'autre  égale  à  —  i. 
Examinons  la  forme 

o=^  —  g[y--zY-h[z-x]--k[x—f]--l[x—lY—tn[y—tY—n[z-tY, 

et  remplaçons  x,y,  z,  t  par  les  valeurs  suivantes  : 

j=i3,X  +  P2Y^-(33Z  +  (3,T, 
z  ^y.X+y.Y+yaZ  +  y.T, 
/  =â,X-i-Ô2Y+  Ô3Z+â,T. 

La  différence  j  —  z  est 

j-.=((3,-y.)X-(P.-yOY-M;.33--/3)Z-^(P,-yOT. 

Or  nous  venons  de  voir  que  des  quatre  différences 

p. -y.,  ?>2-y-u  ,33-y3,  l3>-y-, 

deux  sont  nulles,  une  autre  égale  à  +  i  et  la  dernière  à  —  i.  La  dif- 
férence y  —  z  sera  donc  égale  en  valeur  absolue  à  l'une  des  six  diffé- 
rences 

Y  -  Z,  Z  -  X,  X  -  Y,  X  -  ï,  Y  -  T,  Z  -  T, 

et  ce  qui  vient  d'être  dit  de  y  —  ^  est  vrai  pour  z  —  x,  x  —  y,  x  —  t, 
y-t,  z      t. 

D'ailleurs,  il  ne  pourrait  arriver  qu'à  deux  différences  telles  que 
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y  —  z  ^\.z  —  X  correspondît  une  même  ditrérence,  Y  —  Z  par  exemple, 
car,  dans  ce  cas,  le  déterminant  de  la  substitution  serait  nul. 

Donc  la  substitution  précédente,  appliquée  à  la  forme  9,  n'a  d'autre 
effet  qu,e  de  permuter  les  variables  .^^  j\  z,  t. 

Donc,  abstraction  faite  de  l'ordre  des  termes,  la  substitution  S.  appli- 
quée à  la  forme  o,  reproduit  identiquement  celte  forme. 

16.  Le  raisonnement  précédent  suppose  qu'aucun  des  coefficients^, 
h,  k,  l,  m,  n  n'est  nul,  car,  si  g  par  exemple  était  nul,  le  coefficient 
qu'aurait  ^  dans  la  somme  A  +  B  +  C  -r  D  n'intervenant  pas  dans  la 
formation  de  cette  somme,  les  différences 


ne  seraient  assujetties  à  aucune  condition. 

Supposons  donc  qu'un  ou  plusieurs  coefficients  soient  nuls;  comme 
ils  ne  peuvent  tous  être  nuls,  admettons  que  g  soit  différent  de  zéro. 

Pour  que  la  substitution  S  ne  produise  aucune  variation  dans  la 
somme  des  coefficients  —{g-+  /«  H  k -h  / -h  m -h  n\  il  faudra  encore 
que  des  quatre  différences 


p. -y.,  p.. -7.,  p-,-y.. 


deux  soient  nulles  et,  des  deux  autres,  l'une  égale  h  -4-  1  et  l'autre  à 
—  i;  elles  différences  relatives  à  quelqu'une  des  quantités  g-,  h,  A-,  l, 
m,  n  qui  ne  s'annule  pas  seront  assujetties  aux  mêmes  conditions.  Au 
contraire,  les  différences  relatives  aux  coefficients  qui  s'annulent  ne 
sont  assujetties  à  aucune  condition. 

Cela  posé,  on  voit  que  la  diftérencey  —  z  sera  égale  en  valeur  absolue 
à  l'une  des  six  différences 

Y    -  Z,  Z       \,  X  -   Y,  X  -  T,  Y  -   T,  Z  -  T, 

et  il  en  sera  de  même  de  celles  des  différences  :;  -  ■  r,  .r  —  v,  ...  qui  mul- 
tiplient des  coefficients  différents  de  zéro. 

Ainsi,  après  la  substitution,  les  coefficients  ^,  h,  k,  ...  qui  ne  s'an- 
nulent pas  no  seront  multipliés  que  par  de  simples  différences  Y  —  Z. 
Z  —  X,  .  ..  Quant  à  celles  des  quantités  g,  h,  ...  qui  sont  nulles,  il  n'y 
a  pas  à  s'occuper  des  polynômes  par  lesquels  elles  seront  multipliées, 
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puisque  ces  polynômes  disparaissent,  et  l'on  voit  que  la  substitution  S 
n'aura  encore  d'autre  effet  que  de  reproduire  identiquement  la  forme  y, 
abstraction  faite  des  permutations  possibles  entre  les  variables. 

Donc,  si  dans  une  forme  9  les  coetRcients  ,^,  h,  k,  l,  m,  n  sont  négatifs 
ou  nuls,  dans  toute  forme  équivalente  et  non  identique  à  9,  abstraction 
faite  de  l'ordre  des  coetficients,  la  somme  —{g-\-h-{-k-^l-{-m-^n) 
surpassera  la  valeur  de  la  même  somme  dans  la  forme  9. 

Nous  en  conclurons  donc  que,  parmi  les  formes  d'une  classe  donnée, 
il  y  en  a  une  et  une  seule  dont  tous  les  coefficients  g,  h,  k^  l,  m,  n  sont 
ncgati/s  ou  nuls,  pourvu  qu'on  fasse  abstraction  de  l'ordre  des  coeffi- 
cients. 

17.  Les  coeiricienls  d'une  forme  réduite  jouissent  d'une  propriété  re- 
marquable, dont  l'imporlance  ressortira  dans  les  applications  qui 
suivront. 

Nous  voulons  démontrer  que  le  produit  des  trois  plus  petites  valeurs 
dont  est  susceptible  une  forme  donnée  pour  des  valeurs  entières  de  .t,  y, 
z,  t  est  limité  par  le  déterminant  D  de  cette  forme. 

(".e  déterminant  est,  d'ailleurs, 

1)  -     —  f;l (  Il  ->r  l>  -+-  m  --  n  1  —  /tw  k  -h  ç;;  >-  n  ^  1)  —  hn  f;  -^  li  -'-  l  -h  m ) 
i^liii  —  ^liii'  —  /'/'/  —  Inin. 

Considérons  une  forme  réduite 

9-  —  f;lr  -  z]-  —  li[z  —x)-  —  lr[x~r]-—l[st:  —  t)-  —  m[r—  ly^  —  n[z  —  t]'^, 

dans  laquelle  g,  h,  k,  l,  m,  n  sont  négatifs  ou  nuis;  il  est  facile  de  voir 
que  les  trois  plus  petites  valeurs  de  cette  forme  sont  comprises  parmi 
les  sept  suivantes, 

—  {h-i-lt+l),     —[k-^g-i-ni],     —  (g--H /« -f- «),     —{1  +  m  -hn\ 
—  (^-f- A  H- /+ m),     —[g-^k-hl-h-n],     —{h  -h  k  +  m  -h  n], 

([u'on  obtient  en  remplaçant  dans  9  les  variables  .r,  r,  z,  t  respecli- 
vciiicnl  |i;ir  l'iiii  des  systèmes  de  valeurs  suivants  : 


Or,  toutes  les  suppositions  qu'on  peut  faire  sui'  les  gramleurs  rela- 
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tives  de  g,  h,  k,  l,  m,  n  peuvent,  par  des  permutations  des  lettres  x,  y, 
z,  t,  être  ramenées  aux  trois  suivantes  : 

1°  Les  trois  plus  petits  coefficients  sonl^g-,  h,  k  en  valeur  absolue. 

2"  Les  trois  plus  petits  coefficients  sont,  en  valeur  absolue,  /,  m,  n. 

3°  Les  trois  plus  petits  coefficients  sont,  en  valeur  absolue,  g,  h,  l. 

On  voit  immédiatement  que  dans  toutes  les  hypothèses  le  proiiiiil  de 
trois  des  sept  valeurs  de  o  écrites  plus  haut  est  inférieur  à  27  D. 

Par  exemple,  si  les  trois  plus  petits  coefficients  sont  g,  h,  k,  et  par 
conséquent  si  /,  m,  n  sont  les  trois  plus  grands,  le  produit 

~  [h-^  Il  -h  l)    l,-  ^  g-h  ni]{g-]-  Il  --  n] 

est  évidemment  inférieur  à  -  i-lmn;  d'ailleurs,  on  a  évidemment 

1»         -  Iwn. 

Donc  le  produit  précédent  est  inférieur  à  27  D. 

Et  l'on  trouverait  sans  plus  de  difficultés,  pour  toutes  les  hypothèses, 
un  produit  inférieur  à  27D. 

Quoi  qu'il  soit  suffisant,  pour  les  applications  ultérieures,  de  prouver 
que  27 D  est  la  limite  supérieure  du  produit  des  trois  valeurs  minima 
de  9,  cependant  nous  abaisserons  cette  limite  et  nous  démontrerons  la 
proposition  suivante,  énoncée  d'abord  par  Gauss  : 

Le  produit  des  trois  valeurs  minima  d'une  forme  donnée  est  inférieur 
au  double  du  déterminant. 

Notre  démonstration  comprendra  trois  parties  correspondant  aux 
trois  relations  de  grandeur  posées  plus  haut  entre  les  coefficients  g,  /i, 
k,  l,  m,  n. 

1°  g,  h,  k  sont  inférieurs  en  valeur  absolue  à  /,  m,  n;  dans  ce  cas,  le 
produit  suivant  est  inférieur  à  2D  : 

7:1  =  —  [Il  +  h  +  /)  Ji  +  g-^  m]  [g-{-  Il  -i-  n). 

En  effet,  ce  produit  tt,  contient  vingt-sept  termes,  dont  seize  sont  les 
seize  termes  de  D,  de  sorte  qu'on  a 

-,  —  'D^-^^-fi-^k+i]-lf^Jc^g+ni)~k-^[g-i-k+n)  —  x  gtik. 
Or  le  second  membre  est  inférieur  à  D,  comme  on  le  voit  facilement  en 
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écrivant  D  de  la  manière  suivante  : 

D  ~  -  gmi/i  -\-  Il  -t-  /)  —  hn[h  +  g  —  m)  —  kl[g+  h  ^-  n], 
—  gi[li  4-  n]  —  lini[k  -+-  /)  —  lin[g-+-  ni)  —  Int/i. 

2"  /,  m,  n  sont  tous  trois  inférieurs  en  valeur  absolue  à  g,  h,  k;  dans 
ce  cas.  nous  remarquerons  d'abord  qu'on  peut  toujours  supposer 
—  g<^  —  k,  car  une  permutation  de  a-  et  =  permute  les  coefficients  5- 
et  k;  de  même  on  peut  supposer  —  jg<  —  h,  car  une  pernuilaiioii  de.»- 
et  j  permute  les  coefficients  g  et  h. 

Cela  posé,  nous  partagerons  le  cas  présent  en  quatre  parties  aux- 
quelles correspondront  des  produits  inférieurs  à  2D,  indiqués  par  le 
Tableau  suivant  : 


<       / Tij  -   —  (/. -i-g'  +  w)  (g'-f-A  4-rt)(/-T-»H- «;  <al) 

i  .1  —  />  — «.      -:i   ^  — (/<  -4-g--4-/«)(g-  +  A-t-H  )(/+m-t-nl  <2l) 

>-/.)"   ''^~  '!—/<-«.     T.:=--{li  +  k  +  l  )[k'\-g  +  m][l-^ni+nX'i\) 
\  —  h<C-k ::.  =  -(§•+ /«  +  «)(/«  +  /.-  +  /  )(/  +  ot+«)  <2l). 

Pour  démontrer  ces  inégalités,  nous  observons  que  chacun  des 
produits  712,  Tti,  TT^,  7:5  contient  vingt-sept  termes,  dont  seize  sont  pré- 
cisément les  seize  termes  du  déterminant  D,  de  sorte  qu'on  peut  écrire 

7:0  —  D  =  —  g-'-l/^  m  H-  ni  —  m-[g-\~  h  -^  n^  —  n-  [g  -\-  k  -h  ni)  —  ■?gmn, 
TTa  —  D  =  —  g'-(/+  m  +  n)  —  /n-(g-  +  h  +  n  )  —  n-  {g  -i-  k  -r  m)  —  igmn, 
■K;  -  D  =  -  /,-' ( /  ^  m  +  n )  -  /-•  ( /,-  ^-g+m)  —  m-[li  +  k-^-l  1-2 klm, 
:i,--D^~  h-'il  nin-r^n)  -l-   [g-h/i^n]  -n-  [k  ^k  +  l  )--2.hln, 

Cela  posé,  il  est  facile  de  voir  que,  dans  chacune  de  ces  égalités,  les 
termes  qui  suivent  D  ont  une  somme  inférieure  à  D;  il  suffit  pour  cela 
de  donnera  D  les  quatre  formes  suivantes, 

\        S^'  { '  ~'"  '"  +  « )  —  ml[g  +  h  ~h  n  )  —  nh(g  -\-  k  -i-  ni), 

j  —  lg[h  -+-  n)  -  /ini{g+k)  -  kn[ni  -h  l)  -  llik, 

(  —  gh[l-^ni-^n)  — mk[g'^  k-v^n)- nl[g-\-k^-m), 

\  -  gl[k  +  m)  -  km[n  +  l)  -  kn  [g  -i-Ji)-  likl, 

(  —  kh[l-\-  m  H-  n)  —  ln[k  +  g+  ni)  —  mg[k  4-  k  -t-  l), 

t  -  gl  {h  ^  /,)  -  lim  [n  +  l)-kn[g+  m  )  -  glil, 

1  -  /(/f(/-i-  ni-hn)  -  lm(g+  h  ~-  n)  —  ng(h  -t-  k  +  /), 

I  -  gl[/i  +  /,  )  -  /im(g+  n)  -  kn{l-hni)  -  gkm, 


TT, 

s=~ 

[h-k- 

-/)(/.- 

-§- 

-m][g- 

^h-^ 

H    . 

en  effet, 

-0- 

-D  = 

-g^-h- 

-gH-- 

-g-l- 

^h"-k- 

-à^g- 

-h- 

'm 

-h-g- 

~L-h- 

-k^-n 

-ghk- 

-  g''!^-, 
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et,  en  comparant  ces  quatre  expressions  de  D  respectivement  avec  les 
quatre  différences  TTa— D,  -3  — D,  -,  —  0,  -5  — D,  on  voit  facilement 
que  D  surpasse  ces  différences  si  l'on  tient  compte  des  hypothèses  faites 
sur  les  coefficients  g,  h,  k,  l,  m,  n  pour  chacun  des  produits  -.,  tt^, 

3"  Reste  à  examiner  le  cas  où  g,  h,  /sont  inférieurs  en  valeur  ahfolue 
à  k,  m,  n.  Nous  supposerons  d'ailleurs  g  <  /,  ce  qui  est  toujours  pos- 
sible par  une  substitution  convenable. 

Dans  ce  cas,  il  peut  arriver  que  X:  soit  inférieur  ou  supérieur  Am-\-g. 

Si  k  est  inférieur  à  m-i- «',  le  produit  suivant  est  inférieur  à  2D  : 


On 


et  les  termes  du  second  membre  sont  chacun  respectivement  inférieurs 
aux  termes  de  D  écrit  ainsi  : 

D  =  —  glli  —  In  m  T-  g'  —  gml  —  /ink  —  ling  —  him  —  k! l -1-  m' g 
—  k:J  —  m]/i  —  kg—  in]ii  —  Imk  —  /i[gm  ~  Ini]. 

Si,  au  contraire,  k  est  supérieur  à  {m  -+-  g),  on  prendra 

—   g  —  l  —  h  ^  m][m  — g  —  kj'g— h  ^  n]. 

Ce  produit  est  égal  à  D  augmenté  des  termes  suivants  : 

''g-  ~  ^gl^  -  '^gl^ -  ^■'''' -[g-"^'  §«  ~  [g  -  m]  gm  ^  [g  -  m]  mfi 

—  [g-^  m)  mn  ~  g' -r-  g- h  ~  g- li  -.-  g- 1  —  gh-  —  g- m  —  gfim  ^  inh-, 

et  ces  termes  sont  chacun  respectivement  inférieurs  aux  termes  de  D 
écrit  de  la  manière  suivante  : 

kgl  ~  klh  —  kln  —  khti  —  kgn  -~  kgm  —  knili  —  kmn 

—  Imn  —  Inih  —  glli  —  gnl  —  g /in  ~  glm  —  g  h  m  —  m  fin. 

Il  est  ainsi  démontré  qu'il  y  a  toujours  trois  valeurs  de  o  dont  le 
produit  est  inférieur  à  2D,  et,  par  conséquent,  le  produit  des  trois 
valeurs  mininia  est  inférieur  à  2D. 


De  ce  qui  précède  il  résulte  que  ces  trois  valeurs,  dont  le  produit  est 
inférieur  à  2D,  peuvent  être  obtenues  en  faisant,  dans  ç,  a,  r,  z,  t  égaux 
respectivement  à  l'un  des  systèmes  de  valeurs  suivants  : 


Pour  le  dernier  système  de  valeurs,  on  le  ramène  au  second  en  rem-- 
plaçanta;  par  a;H-j;  mais  alors  la  nouvelle  forme  n'est  pas  réduite. 

Mais  on  peut  dire  que,  étant  donnée  une  forme,  on  obtiendra  trois 
valeurs  dont  le  produit  est  inférieur  à  2D  lorsque,  après  avoir  fait  des 
substitutions  convenables,  on  prendra  trois  nombres  parmi  les  coein- 
cients  de  r-,  j^,  5-,  /^,  ou  même,  en  permutant  .r,  y,  z,  t,  on  peut  dire 
(|ue  les  trois  nombres  chercbés  sont  les  coetlicients  de  x-,y~,  z'-. 


III. 

ÉTUDE  DES  SUBSTITUTIONS  CAPABLES  DE  RÉDUIRE  UNE  1-ORMl 


18.  J'aurai  besoin,  dans  l'étude  des  irrationnelles  du  troisième 
degré,  de  considérer  des  formes  quadratiques  ternaires  positives  dont 
les  coefficients  dépendent  de  quantités  arbitraires.  Les  variations  de  ces 
arbitraires  sont  d'ailleurs  telles  que  les  formes  considérées  restent  po- 
sitives quelles  que  soient  ces  variations. 

Si  pour  certaines  valeurs  de  ces  quantités  arbitraires  la  forme  qua- 
drati(]ue  qui  les  contient  est  réduite,  il  faut  imaginer  que  les  coelïi- 
cienls  g,  h,  k,  ...  sont  tous  négatifs  pour  des  valeurs  données  des  arbi- 
traires dont  les  coefiicients  sont  fonctions.  Les  arbitraires  variant,  les 
coefficients  g,  h,  k,  l,  m,  n  varieront  siinullanéinent,  et,  si  l'un  d'eux 
devient  positif,  la  forme  cessera  d'être  réduite.  On  sera  à  la  limite  de 
réduction  lorsque  l'un  des  coellicienls  passera  par  zéro. 

Nous  appellerons  /ô/-/«e  ambiguë  une  forme  dans  laquelle  i'un  des 
coefllcients  g,  h.  A,  /,  jn,  n  passe  par  zéro. 
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19.  Lorsque  les  coefficients  g,  h,  k,  I,  m,  n  sont  tous  inférieurs  à 
zéro,  il  y  a,  si  l'on  tient  compte  de  l'ordre  des  coefficients,  vingt-quatre 
formes  réduites  qui  se  déduisent  les  unes  des  autres  en  permutant  les 
lettres  x,  y,  z,  t.  On  obtient  ces  vingt-quatre  formes  en  appliquant  à 
l'une  d'elles  la  substitution  fournie  par  la  triple  combinaison  d'une  des 
substitutions 


avec  une  des  trois  suivante? 


et  une  des  quatre  suivantes  : 


Ces  substitutions  ne  font  que  permuter  les  lettres  r,  j-,  ;::,  /,  et  ce  sont, 
comme  on  l'a  vu,  les  seules  qui  laissent  inférieurs  ou  égaux  a  zéro  les 
coefficients  g,  h,  k,  l.  m,  n. 

20.  Mais,  si  l'un  des  coefticients  est  nul,  les  formes  réduites  sont  en 
plus  grand  nombre. 

Supposons  que  ^soit  nul;  toute  substitution  qui,  dans  le  cas  général, 
n'altérera  que  de  g  les  coefficients  h,  k,  l,  m,  n  laissera,  dans  le  cas 
actuel,  ces  coefficients  invariables,  et  ne  fera,  par  conséquent,  que  re- 
produire dans  un  autre  ordre  les  coefficients  de  la  forme  réduite. 

Ces  substitutions,  qui,  dans  le  cas  général,  augmentent  ou  diminuent 
de  «les  coefficients  h,  k,  l,  tu,  n,  s'obtiennent  par  la  combinaison  de  la 
substitution 


avec  l'une  des  vingt-quatre  précédentes. 


24  L.    f.II.VnVE. 

Et,  en  général,  si  l'une  des  quantités  g,  h,  k,  l,  m,  n  est  nulle,  les 
substitutions  qui  n'altèrent  que  l'ordre  des  coefficients  sont,  outre  les 
vingt-quatre  substitutions  du  cas  général,  celles  qui  s'obtiennent  par 
la  combinaison  des  vingt-quatre  substitutions  possibles  dans  le  cas 
général  avec  l'une  des  substitutions  comprises  dans  le  Tableau  suivant  : 


Au  lieu  des  substitutions  précédentes,  on  peut  employer  des  substi- 
tutions à  quatre  colonnes  et  à  quatre  lignes;  la  quatrième  ligne  ne  se 
composera  que  de  zéros,  et  la  quatrième  colonne  s'écrira  de  façon  que 
la  somme  des  éléments  d'une  même  ligne  soit  nulle. 

Ainsi  la  dernière  substitution,  qui  est  relative  à  n  —  o,  pourra  s'écrire 


o 

-!-i 

o 

—  I 

- 

-■ 

I 

o 

" 

0 

o 

„ 

o 
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el  l'on  |)Ouri;i  encore  augmenter  d'une   même  quiuitilc    tous  les  clé- 
ments d'une  même  colonne  et  cciire,  par  exemple. 


Si  deux  ou  trois  des  coefficients  g,  h,  le,  /,  m,  n  étaient  nuls,  un 
plus  grand  nombre  de  substitutions  seraient  possibles,  qui  ne  produi- 
raient que  des  permutations  des  variables;  mais,  leur  étude  n'étant  pas 
nécessaire  à  l'objet  final  du  présent  travail,  je  ne  m'y  arrêterai  [)as. 

21.  (-e  qui  précède  suffira,  en  etiet,  pour  opérer  la  réduction  conti- 
nuelle d'une  forme  dont  les  coefficients  dépendraient  de  certaines  arbi- 
traires variables. 

Supposons  que  pour  des  valeurs  données  de  ces  arbitraires  les  coef- 
ficients g,  h,  k,  l,  m,  n  soient  tous  négatifs  :  la  forme  sera  réduite. 

Changeons  les  valeurs  données  aux  arbitraires,  et  supposons  que  g 
devienne  nul,  puis  positif,  les  autres  coefficients  restant  négatifs. 

Si  l'on  applique  à  la  forme 


la  substitution 


;'esl-à-dire  hi  l'on  l'ail 


-  I,  [x  ^yi'^l.x-  l]-—  m[r 


on  obtient 


X  =:  X  —   /, 
y  =  x-  z, 

z^r-i, 

<!>=-  -  g'x  -r-z  -^  i]-^-  li[x-y]--l.[z  -  0- 
'-  ix  -  l ,-  —  ni[z  —  x]-  —  ii[y  —  ly-. 


[y-z)^  +  {z-x:^^-[x-y]-^ 


•^6  I..   r.iiAuvr.. 

on  trouvera,  en  eilccluanl, 

'I'  =  -{-s)  ,r  --'--''"-.?)  (2  -  ^)--[f'  -f-  gK^  -  r)- 

An  moment  où  ^deviendra  positif,  cette  nouvelle  forme  sera  réduite: 
en  efTet,  le  coefficient  g  de  {y  —  z)"  est  changé  en  —  g,  et  les  coeffi- 
cients /i,  /•.  /,  m,  n,  qui  restent  négatifs,  ne  sont  altérés  que  de  la  quan- 
tité g,  laquelle  est  aussi  petite  que  l'on  voudra. 

Les  arbitraires  dont  dépendent^,  //,  /•,  /,  m,  n  continuant  à  varier, 
la  forme  <I>  restera  réduite  tant  que  tous  les  coefficients  resteront  né- 
gatifs; il  y-  aura  donc  pour  les  arbitraires  un  certain  intervalle  dans 
lequel  la  forme  ^I»  est  réduite,  et  si  les  arbitraires  franchissent  cet  inter- 
valle, la  forme  $  cesse  d'être  réduite. 

Alors,  l'un  des  coefficients  s'annulant  de  nouveau  pour  devenir 
ensuite  positif,  l'une  des  substitutions,  relative  au  cas  où  la  forme 
devient  ambiguë  par  suite  de  l'évanouissenjent  de  ce  coefficient,  per- 
mettra d'obtenir  une  nouvelle  forme  réduite,  et  ainsi  de  suite  indéfi- 
niment. 

22.  Ce  ([ui  précède  suppose  que  deux  des  coefficients  g,  /^  k,  /, 
777,  n  ne  s'annulent  pas  en  même  temps. 

Ces  deux  coefficients  peuvent  porter  sur  quatre  variables  dillérentes, 
comme  g  et  /,  ou  sur  trois  variables  seulement,  comme  g  ei  /i. 

Dans  le  cas  où  ^  et  /  passeraient  en  même  temps  par  zéro,  la  forme  <I> 
est  réduite  si  l  —  g  est  négatif;  mais,  si  ^  —  /  est  négatif,  <1>  n'est  pas 
réduit.  Dans  ce  cas,  la  substitution 

X  =:  X  —y  —  z  -i-  i, 

j'=x  —  r, 

z  =  —y  T- 1, 
appliquée  à  la  forme  o,  donne  la  forme 


g{x  —  0'-—  li\z  —  x)-^—  k[z  —  l]- 

t[x  —  y  —  2  -T~  t'j-  "  nt[x    -y)'-  —  71(7  —  /)- 
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qui  est  réduite  clans  l'hypothèse  où,  g  et  /  passant  piu'zéro  et  tlevenant 
positifs,  ^  —  /serait  négatif. 

Supposons  maintenant  que  les  deux  coefficients  qui  passent  simulta- 
nément par  zéro  soient  g  ei/i. 

Si  g  et  h,  passant  par  zéro,  ne  devenaient  pas  tous  deux  posiliis,riin 
d'eux  resterait  négatif,  et  l'on  peut  toujours  supposer  (jue  ce  soit  //. 

Dans  ce  cas,  si  h  +  ^est  négatif,  $  est  une  forme  réduite. 

Si  A  +  ^  est  positif,  nous  ferons  la  substitution  relative  au  cas  où 
le  coefficient  de  (^■— j)*  est  nul,  c'est-à-dire  la  substitution  qui  est 
placée  plus  haut  vis-ii-vis  de  k  —  o. 

Faisons  donc  dans  <I>  la  substitution 


c'est-à-dire 


X  =T  .r  —  z, 


icnl  la  forme 


et,  comme 


ou  ol 

lient 

Z  = 

'Jt-^{i  '} 

^    L  —  h 

—  [i -h  /i)[z  —  x)-  —  /i[x  —  j-y- 

■  !-— I  w  - /( -h  ai^-):j-— /)-— [m  H  Ah  7.g](s  —  /]-. 

Celte  forme  est  réduite  si  //  reste  négatif,  //  4-  ^-étant  positif;  mais, 
si  h  (lf\icnt   aussi  |K)silif,   nous  eniploieioiis  encoie  une  fois  la  même 
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siil)sliti\('mn 


([iii  donne 


yy  —  '/i-hir-'x—y-i-  i/i  -i-l)'z-  t  -—  /i.r-  y—  z  +  I'- 

—   k  —  /i][z  ■—  -r'-—  in  -h  /i  -4    7f;'   r  —  l]-~  'ni  -t-  //  4-  ?.f^'  '.r  —  /'- 

ou  I)ion 

__(„  -,_  oo--^o/r    r-  /  -'-(/h-pA     3  -^  /  -, 

ot  coUc  forme  est  rriluite  si  g  cl  h  ?ont  positifs  eî  voisins  de  zéro,  les 
autres  quantités  /•,  /,  /»,  n  étant  négatives. 

23.  Admettons  qu'cntin  trois  eoeffieients  portant  sur  trois  vniialdes 
seulement, tels  (|ue  gji,k,  soientsimullanémenl  nuls,  et  que  l'un  d'eux 
au  moins,  ^par  exemple,  devienne  positif  api'ès  s'être  annulé. 

Si  A  et/-  restent  négatifs,  et  si  en  même  Icmiis  g  '•  h  et  g  ->-  I;  sont 
négatifs,  la  forme  *I>  est  réduite. 

Si  /*  et  h  restent  négatifs  et  si  g  -i-  h  esl  posilif.  ainsi  (|ue  //  —  /•  ('  ), 
la  forme  ^  ^sl  réduite. 

Si  g  et  h  deviennent  tous  deux  positifs  (-\  /■  restant  négatif,  la 
forme  ^  esl  réduite. 

Si^,  A.  ^"ue  vérifient  aucune  des  hypothèses  précédentes,  il  faudra 
considérer  les  cas  suivants  (où  l'on  suppose  toujours  que  g  passe  du 
négatif  au  posilif)  : 

1°  h  et  h  restent  négatifs,  mais  g -^  k  devient  positil,  ainsi  que 
/■  -  //. 

'i.°  g,  h,  k  deviennent  tous  trois  positifs. 

Dans  le  premier  cas,  n(uis  aiipTuiuerons  à  <I>  la  substitution  placée 


(')  //  —  /  sera  toujours  positif  si,  g  -^  h  étant  positif,  s;  ^  k  osl  né.salif;  si  dnnr  //  -  h 
est  négatif,  il  faut  supposer  /?  +  /■  positif. 

[-]  Si  deux  seulement  des  quantités  g,  /i,  /■  deviennent  positives,  on  peut  loujonrs  sup- 
linser  que  ee  soit  if  et  /i.  , 
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vis-à-vis  (le  n  —  n.A  savoir 


c'est-à-ilire 


I        H-  I  O 


r=—x  +  }; 

z  T=-  - X  ^r-i-z  —  i, 

[m  ^  g)[z  —  x'-—  [h  -+-  g)  [x  —  l]-—  f  /—  g)  [y  —  t] 
■  —  ri-  —  l' A-  —  C'  ^  X  ~  y  —  z  ^  lY^ 


qui  (lonnn 

—  [n  -r  ^ 

ou  bien 

X'  =  V'"  "^  h  '  [y  ~  ^)'~  ''"  -^  A"  ^  2g''  |;  —  a:;-—  '/H  -!-  /i ■  +  2^'  ;.r  —  1  )- 

-  I,  ~  I.     X-    t  -  -    l  ^~  !,'    r-  /;--/.    :-/  -, 

el  cette  forme  est  réduite  dans  les  hypothèses  du  premier  cas  ('). 

Dans  le  second  cas,  nous  appliquerons  à  la  forme  4    la  suhstitulion 
placée  en  face  de  /t  =r  o,  à  savoir 


c'est-à-dire 


— 

I 

0 

I 

- 

I 

•    0 

0 

0 

—  1 

" 

X 

= 

-.r-^ 

s. 

X 

= 

—  :i-  ■+ 

/. 

z 

= 

—  y  ~ 

/, 

qui  donnt 


n  ^  /i  y  —  x]-  —  Il  ' X  —  y  —  z  -h  t]-  —  i^'z  —  / ;-  —  \  m  -^  yg^[:  —  x]- 
—    n  -I-  ig  -^^  7./1     X  '-  /  -—  [l  "-  fil'  '  y  —  /'- 

ou  bien 

n  =  k  y  —  2  -  —    m  -^  ■yg-^  k    '  z  —  x'--^    h  ~  h'  x  —  y- 
—  In-h-^ir.Jr  r,,f,  ^  I,]  X—  t  -—  1/  -h-?li  —  k'    r—  /  2- 


ir'z-r-. 


(']  Si,  avor  ,?  —  /  >  o,  on  a  .^  —  //  <  o,  on  a  toujours  /  —  /'  >  o;  «i  donc  la  ronriilion 
/  —  //  >  o  n'élail  pas  vérifii'e,  il  faudrait  supposer  g  ^  li  >  o,  et  ce  cas  a  été  examiné  plus 
haut. 
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et  cette  forme  est  réduite  dans  les  liypothèses  du  second  cas  si  l'on  a, 

en  outre, 

A -/,>..     et    c;-A>o. 

]\Iais,  dans  le  cas  (nig,/i,/:  deviennent  tous  irois  iiéj^atifs,  on  peut 
toujours  supposer  que  A  —  /: et  ^  — ^deviennent  positifs;  la  supposition 
contraire  n'apporterait  qu'une  permutation  des  lettres  g,  h.  À-,  c'est-à- 
dire  une  simple  permutation  des  lettres  ce,  y.  z,  t. 

Dans  le  cas  que  nous  venons  d'étudier  rentre,  par  la  substitution  re- 
lative à  h  -^  o,  le  cas  où  g,  h,  /s'annuleraient  ensemble,  c'est-à-dire  le 
cas  où  les  trois  coefficients  qui  s'annulent  portent  sur  les  quatre  va- 
riables dont  aucune  n'entre  plus  de  deux  fois  dans  les  trois  ditlérences 
relatives  à  ces  trois  coefficients. 

Enfin  il  n'y  a  pas  lieu  d'examiner  le  cas  dans  lequel  trois  coefficients 
portant  sur  les  quatre  variables,  tels  que  /,  m,  n,  s'annuleraient,  c'est- 
à-dire  le  cas  où  l'une  des  quatre  variables  entre  dans  cliacune  des  dilTé- 
rences  relatives  aux  trois  coefficients  qui  s'annulent,  ou  encore  le 
cas  dans  lequel  plus  de  trois  coefficients  s'annuleraient,  car  alors  la 
forme  donnée  ne  serait  plus  une  forme  constamment  positive  et  elle 
pourrait  s'annuler  pour  d'autres  valeurs  que  œ  -^-  y  ~  z  —  o. 

24.  De  ce  qui  précède  il  résulte  (jue,  lorsqu'une  forme,  devcnaiil 
d'abord  ambiguë,  cesse  ensuite  d'être  réduite,  il  suffit,  pour  réduire  la 
nouvelle  forme,  d'employer  soit  une,  soit  plusieurs  des  six  substitutions 
du  n°  20. 

Six  substitutions  sufiisent  donc  à  la  l'éducliou  continue  d'une  forme 
dont  les  coefficients  dépendent  de  certaines  arbilraii'cs. 

Outre  les  six  substitutions  précédentes,  on  peut  évidemment  appli- 
quer celles  qui  ne  font  que  clianger  l'ordre  des  coefficients. 

Mais  je  dis  (jue  ces  six  .substitutions,  jointes  à  celles  qui  ik;  font  que 
permuter  les  variables,  sont  les  seules  qui  donnent  la  réduction  conti- 
nuelle de  la  forme,  c'est-à-dire  que  toute  substitution  opérant  la  ré- 
duction de  la  forme  ne  peut  être  qu'une  des  précédentes  ou  la  combi- 
naison de  quelques-unes  des  précédentes. 

Supposons,  en  clï'et,  qu'une  forme  G  équivalente  à  la  forme  9  soit 
réduite  poiii'  certaines  valeurs  des  arbilraii'cs  dont  dépendent  les  eocf- 
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ticienls,  et  soit  0,  la  forme  réduite  que  l'on  eût  déduite  de  o  par  la 
méthode  précédente,  qui  n'emploie  que  les  substitutions  du  n°  20;  les 
deux  formes  0  et  0,,  étant  équivalentes  et  toutes  deux  réduites,  ne 
peuvent  différer  que  par  l'ordre  des  coefficients,  et  l'on  passera  tou- 
jours de  l'une  à  l'autre  par  l'une  des  vingt-quatre  substitutions  du 
n°  19. 

Ainsi  les  seules  substitutions  .qui  donnent  1)  réduction  continuelle 
d'une  forme  se  ramènent  à  trente  substitutions,  à  savoir  :  les  vingt- 
quatre  substitutions  du  n°  19  et  les  six  substitutions  du  n°  20.  Toute 
substitution  opérant  la  réduction  ne  peut  être  qu'une  combinaison  de 
ces  trente  substitutions. 

Et  même,  puiscjue  les  vingl-(]uatre  substitutions  du  n"  19  se  forment 
avec  la  combinaison  de  six  substitutions  distinctes,  que  l'on  peut  même 


réduire  à  cinq  en  négligeant  la  substitution  identique 


voit  que,   pour  opérer  la  réduction  continue  d'une  forme  ternaire,  il 
suffit  déjà  de  onze  substitutions  distinctes. 
Mais  ce  nombre  peut  être  réduit. 


25.  En  effet,  les  substitutions  du  n"  20  peuvent  s'obtenir  par  la  com- 
binaison d'une  seule  d'entre  elles  et  d'une  des  combinaisons  du  n"  19, 
à  savoir  : 

i"  La  substitution  relative  àA  =  o  s'obtient  en  opérant  d'abord  la 
substitution 


puis  la  substitution  relative  à  g  =  o. 

2"  La  substitution  relative  à  X"  =  o  s'obtient  en  opérant  d'abord  I; 
substitution 

o      I      o 


puis  la  substitution  relative  à  ^  =  o. 


S"   I.a  suhslitiitidii   relative  à  /=  o  s'obtient  en  opérant  d'ahord  b 
sul)stiliiti()n 


puis  la  siil)stitiiti()M  relative  à  A  —  o,  laquelle  on  sait  déjà  obtenir  au 
moyen  d'une  des  suiistitulions  du  n"  19  et  de  la  suitstilulion  relative  à 


il"  La  substitution  relative  à  m  ~  o  s'obtient  en  opérant  d'abord  la 
substitution 


puis  la  substitution  relative  à  f;  —  o. 

5"  Enfin  la  substitution  lelalive  [i  n  ~  o  s'obtient  en  opérant  d'abord 
la  substitution 


puis  la  substitution  relative  à  m  —  o,  (|ui  s'obtient  d'ailleurs  au  moyen 
d'une  des  substitutions  du  n"  19  et  de  la  substitution  relative  à  ^  =  «. 
Done,  de  toutes  les  substitutions  du  n"  20,  on  [)eut  ne  garder  (]ue  la 
substitution  relative  a  g  =  o,  à  savoir, 


26.   Enfin  les  substitutions  du  n"  19,  en  exeluant  d'ailleurs  la  sub 
slilution  identi(iue 


ne  eoniprennent  (|ue  deux  substitutions  distinctes,  dont  les  autres  ne 
sont  (jue  des  eombinaisons. 


RÉDUCTION  DF.S  FORMES  QUADRATIQUES  TERNAIRES  POSITIVES,   ETC.  33 

On  reconnaît  en  effet  que,  parmi  les  substitutions  du  n°  19,  la  sub- 
stitution 

I    O       I       o 


'obtient  en  répétant  deux  fois  la  substitution 


La  substitution 


s'obtient  en  opérant  successivement  les  trois  substitutions 


-  I  o 

o       —  I 


o  o       —  I 


Enfin  la  substitution 


i  o       I 

o        —  I         I 


s'obtient  en  opérant  successivement  les  quatre  substitutions 


r      o 
o       I 


. 

0 

" 

o 

■ 

1      —  r 

0 

, 

I 

o 

o 

I            o 

-1 

0 

I 

o 

Toutes  les  substitutions  du  n"  19  sont  donc  actuellement  réduites  aux 
trois  suivantes  : 


0  —  I  o  o      o       I  I  o  o 

1  o  o  •  ,  I       o      o      ,       I     I       —  1  l) 
o            o— I                   OIO                   I            o       —  1 
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Si  l'on  désigne  la  première  par  A,  la  deuxième  par  B,  la  troisième 
par  C,  on  trouve  que  la  première  A  résulte  des  deux  autres  par  la  com- 
binaison suivante, 

C  IJ  B  C  B  C  B 

en  indiquant  par   là  qu'on  fait  successivement  les  substitutions  in- 
diquées par  les  lettres  correspondantes,  en  commençant  parla  gauche. 
Il  ne  reste  donc,  de  toutes  les  substitutions  du  n"  19,  (juc  les  deux 
suivantes: 


27.  De  sorte  que  toutes  les  substitutions  capables  d'opérer  la  ré- 
duction continue  d'une  forme  ternaire  sont  ramenées  aux  deux  ])récé- 
dentes  et  à  la  substitution  relative  à  £^  =  0,  savoir 


Mais  cette  dernière  substitution,  répétée  deux  fois,  reproduit  la 
seconde  des  deux  précédentes. 

Donc,  toutes  les  substitutions  capables  d'opérer  la  réduction  continue 
d'une/orme  ternaire  résultent  de  certaines  combinaisons  des  deux  substi- 
tutions que  nous  désignerons  par  S  f  /  T  : 


28.  Ces  deux  substitutions  sont  les  éléments  de  toute  réduction,  car 

on  ne  pourrait  ramener  les  deux  substituions  précédentes  à  une  seule. 

En  cd'et.  les  deux  substitutions  précédenles  présentent  le  caractère 
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indiqué  par  les  égalités  suivantes, 


:^,5 


parquoi  j'entends  que  la  première  substitution,  répétée  trois  fois,  donne 
la  substitution  identique 


et  cette  substitution  identique  est  aussi  obtenue  en  répétant  quatre  fois 
la  seconde  substitution. 

Si  donc  ces  deux  substitutions  S  et  T  pouvaient  s'obtenir  par  la  répé- 
tition d'une  màme  substitution  U,  la  substitution 


serait,  par  exemple,  une  certaine  puissance  i  de  U,   de  sorte  qu'on 
aurait 


U'=: 


et  par  conséquent 

Donc  la  série  indéfinie  des  puissances  de  U  ne  donnerait  qu'un 
nombre  fini  de  substitutions  distinctes,  et  par  conséquent,  appliquées  à 
une  forme  ternaire,  elles  ramèneraient  au  bout  d'un  certain  temps  la 
série  des  formes  déjà  obtenues,  lesquelles  ne  sont  évidemment  pas 
réduites,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  arbitraires  dont  dépendent 
les  coefficients. 


29.  Il  faut  bien  remarquer  : 

1°  Que  les  substitutions  S  et  T  suffisent,  parleurs  combinaisons,  à 
toute  réduction  d'une  forme  ternaire; 
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2°  Que  ces  deux  substitutions  élémentaires  sont  nécessaires  et  ne 
pourraient  se  ramener  à  une  seule; 

3"  Que  toute  substitution  opérant  une  réduction  se  ramène  néces- 
sairement à  une  combinaison  des  deux  précédentes  {voii-,  à  la  fin  de  ce 
travail,  une  Noie  sur  les  substitutions). 

D'où  il  faut  conclure  que  les  deux  substitutions  S  et  T  sont  les 
clèmenls  et  les  seuls  éléments  de  toute  réduction. 


IV. 

ÉTUDE  DES  IRRATIOîvNELLES  DU  TROISIÈME  PEGI^ft.  SIÉTIIODE  DE  Jl.  IIERMITE. 


1°  Équations  du  troisième  degré  dont  une  seule  racine  est  réelle. 

30.  J'appelle  irrationnelle  du  «  """"  degré  la  racine  d'une  équation  de 
degré  n  à  coefficients  entiers. 

On  sait  que,  si  l'on  développe  en  fraction  continue  une  irrationnelle 
du  second  degré,  le  calcul  est  périodique.  Celte  périodicité  constitue 
une  propriété  très  remarquable  des  racines  des  équations  du  second 
degré,  et  elle  peut  oiême  servir  de  définition  à  ces  irrationnelles. 

Or  la  tliéorie  des  fractions  continues  est  liée  étroitement  à  la  tliéorie 
des  formes  quadratiques  binaires,  de  sorte  que  le  développement  en 
fraction  continue  d'une  racine  a  d'une  équation  du  second  degré  est 
identique  à  la  recherche  des  niinima  successifs  de  l'expression 

OÙ  ]3  désigne  la  deuxième  racine  de  l'équation  considérée,  et  A  une 
quantité  qu'on  fait  croître  positivement  de  o  à.oo  . 

D'un  autre  coté,  la  recherche  de  ces  minima  revient  ;i  la  réduclijn 
de  la  forme  binaire 

pour  toute  valeur  de  A. 
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En  opérant  cette  réduction,  on  trouve  alors  que  la  suite  des  formes 
réduites  équivalentes  à /pour  toute  valeur  de  A  s'oblient  par  un  calcul 
périodique. 

On  est  alors  conduit  à  se  demander  si  quelque  mode  d'approximation 
des  quantités  ne  donnerait  pas  une  [)ériodicilé  analogue  pour  les  irra- 
tionnelles d'un  degré  supérieur  au  second. 

C'est  la  considération  des  formes  quadraliijues  qui  conduit  à  cette 
extension  de  la  théorie  des  fractions  conùnues,  et  donne  ces  nouvelles 
méthodes  d'approximation.  En  particulier,  pour  les  irrationnelles  du 
troisième  degré,  on  trouve  que,  si  a,  ^,  7  désignent  les  trois  racines 
réelles  d'une  équation  du  troisième  degré,  la  réduction  pour  toutes  les 
valeurs  positives  de  A  et  B,  de  la  forme 

{x  -hocy-h-  c^zy^-h  A[.v  -h  37 -T- ^-5)-  +  n'x  -i-yr-^  V'^)', 

conduit  à  un  calcul  périodique,  et,  dans  le  cas  où  a,  /S,  7  ne  sont  pas 
tous  trois  réels,  on  est  conduit  à  un  calcul  périodique  par  la  réduction 
continuelle  de  la  forme 

.r  +  ;/.)■+  ^.-^j^-r-  lx  +  ,3j-  +  ,3-2^  ;.î:  -f-  7;-+  y-z), 

a  étant  la  racine  réelle  et  A  une  arbitraire  positive. 
C'est  ce  que  nous  allons  exposer  d'après  M.  Hermile. 

31.  Soient  a,  /3,  7  les  trois  racines  d'une  équation  du  troisième 
degré  dont  nous  supposerons  le  premier  coeiricieot  égal  à  l'unité  ('), 
et  admettons  d'abord  que  a  soit  seul  réel. 

Considérons  la  forme  quadratique 

où  nous  supposerons  que  A  est  un  nombre  positif  quelconque. 
Le  déterminant  D  de  celte  forme  est 

1)  =  -  A-(,3  -  y)-(7-  y.Y\a.-y:-; 
nous  poserons 


{')  Je  suppose  le  premier  ccefBcient  égal  à  l'unité,  uniquement  pour  simplifier  l'exposi- 
tion ;  les  résultats,  comme  il  est  facile  de  le  voir,  ne  seraient  pas  changés  par  une  supposition 
contraire. 
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et  nous  aurons,  par  conséquent. 

Nous  nous  proposons  de  donner  à  A  toutes  les  valeurs  possibles  de  o 
à  4-ao  et  de  chercher  pour  chaque  valeur  de  A  la  réduite  correspon- 
dante et  équivalente  à/. 

Je  remarquerai  d'abord  que  la  série  de  ces  réduites  est  illimitée. 

Supposons  en  effet  que,  ayant  remplacé  dans /les  variables  a:-,  7,  z 
parx  —  t,  y  ~  t,  z  —  t,  le  calcul  de  réduction  de  /  pour  une  certaine 
valeur  de  A  ait  conduit  à  une  forme 

o---—g[y—  z-  —  li[z  —x)-—k[x  —  >■)•-—  l  X  -  ty^—m{y—  tV^—  n[z  — /l-, 

dans  laquelle  les  coefficients  g,  h,  k,  l,  m,  n  sont  évidemment  de  la 
forme  A  +  BA,  où  A  et  B  sont  deux  nombres  quelconques. 

Or  nous  avons  remarqué  au  n°  17  que  la  plus  petite  valeur  que  peut 
prendre  une  forme  9  s'obtenait  par  la  somme  de  trois  ou  de  quatre  des 
coefficients  de  ç,  de  sorte  que  cette  valeur  peut  s'écrire 

M  -  NA, 

et  l'on  a  vu,  en  outre,  que  cette  valeur  minima  était  à  choisir  entre  sept 
valeurs  différentes  seulement. 

De  plus,  en  se  reportant  à  l'expression  de/,  il  est  évident  que  M  et  N 
lie  peuvent  être  nuls  ni  l'un  ni  l'autre. 

Cela  posé,  nous  avons  démontré  au  n"  17  que  le  produit  des  trois 
valeurs  minima  d'une  forme  donnée  était  inférieur  au  double  du  déter- 
minant, et,  par  conséquent,  le  cube  de  la  valeur  minima  est  inférieur 
au  double  du  détoruiinant. 

On  a  donc 

(M-4- NA)3<?.D    nubien     (M -i- NA)'<2A2A=, 

et  cette  inégalité  ne  peut  subsister  ni  pour  des  valeurs  très  grandes  ni 
pour  des  valeurs  très  petites  de  A. 

Donc  une  forme  réduite  9  équivalente  à/ne  peut  être  réduite  que 
lorsque  A  reste  compris  entre  deux  nombres  A  et  B,  et,  si  A  devient 
supérieur  à  B  ou  inférieur  à  A,  la  forme  0  cesse  d'être  réduite. 
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Donc  la  série  des  formes  o  réduites  et  équivalentes  à  /pour  toute 
valeur  de  A  est  doublement  infinie,  soit  que  A  tende  vers  zéro,  soit  que 
A  tende  vers  ■Xi  . 

Mais  nous  allons  montrer  que  les  substitutions  au  moyen  desquelles 
s'obtient  la  suite  des  formes  réduites  se  reproduisent  périodiquement. 

32.  On  a  vu  à  la  fin  du  n°  i7  que,  en  faisant  dans/unc  substitution 
convenable,  le  produit  des  trois  coefficients  de  .x-,  y-,  z-  était  inférieur 
au  double  du  déterminant  de  la  forme/. 

Supposons  que  pour  une  valeur  donnée  de  A  cette  substitution  soit 

X  ^z  m  X       nY~pZ, 
r  =  m'  \  -h  n'Y  -'-  p'  T., 
z  =  m"X  —  II"  Y  -s-  //'Z. 
Si  nous  posons 

M(a  =  m-f-m'a4-wi"a-,  M([3:  =:  m -hm'îJ-l- /«"jî-,  M  (y  ^  m  -r  m'y  -h  in"y-, 
N(a  ^  H  -T-  re'a-4-  n"x'-,  N((3'=  «  ~  n'p-i-  «"(3-,  Nfy  —  n  ^-  n'y  -h  n'y-, 
P  (a  =  />  ^  />'  a  -r-  /j"  a-,     Pl^'r^p  -^  p'^  +  !>"  [î^     p  [y   ^p  +  p  y  H-  p"  y-, 

la  forme 

f--^  {x  +  ay  -^  a'z]--h:>.l[x  +  ^y^^-^zj[x-h  y  y  -f-  y^z) 

deviendra,  par  cette  substitution, 

F  =  [XM(«)  +  YN(«)4-ZP;a;il- 

+  aA[XM(P)+YN((3)+ZP((3)][XM(y)+YN(y:+ZP(y)l. 

Faisons  alors 

i  3K  i=M-(3:;,  H-  2AM((3)M(y;, 

(i)  ,-%  =NM«)  +aAN((3)N(y), 

(  (P    =?-;«'  -J-îAP  ((3)P(yl. 

Une  permutation  des  variables  X,  Y,  Z  permet  toujours  de  supposer 

DiL  <  ac  <  9?. 

On  sait  que  le  produit  nii^by?  est  alors  inférieur  au  double  du  déter- 
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minant,  de  manière  que  l'on  a 

orLi)î,<r<5A-A-, 
el,  comme  an.  est  inférieur  à  DX,  et  à  «j?,  on  en  conclut  a/orlion 

3K2f  <2A2A^ 

De  la  rcsnllcnt  les  propriétés  suivantes. 
D'abord  le  nombre  entier 

£2^^M(;c;M([3)M(7) 

reste  tini,  car  le  produit  de  Ma;  par  2AM(,S)  M(7)  ne  peut  dépasser 
son  maximum 

-jOiL  vfâiU. 
On  a  donc 

c'est-à-dire 

M(a)M(P)M(y)<(é)^A. 

Considérons  maintenant  les  deux  expressions 

^^y.   M;,5)M;-/,    P'»M;[3)M(y). 
Ce  sonl  deux  polynômes  entiers  en  k,  qui  peuvent  s'écrire 

<!>(«;  =N;a)M(,S)M(y),     >l''(a)  =  P(a)M(;3)M;-/), 

où  *(&)  et  ^((z)  sont  de  la  forme 

$(«)  =  cp  -i-  OLO'  -r-  a-o",      ^'(«)  —  (J;  -t-  adi'-t-  a- J>", 

ç,  o',  9",  6,  i]/',  ^J/"  étant  des  coefficients  entiers. 

Je  veux  démontrer  que  les  coefficients  9,  o' ,  0",  ^f,  <b' ,  6"  de  ces  deux 
polynômes  sont  limités. 

En  effet,  d'après  la  définition  de  oô,  on  voifque 

N ,x] < \il>x,,    2AMt;3j M ;•/; <3u., 

et,  par  conséquent, 

2A$;a' <ortv/^, 
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et,  comme  on  a  vu  que 
on  voit  que 


DIV2x<2A-A2, 


it  de  même 


A; 


V2 


Cela  posé,  puisque  [j  ety  sont  tous  deux  imaginaii'es  conjugués,  nous 
écrirons 

a)(j3)  =  pe»V^,     <î)(y)  =  pe-H'^, 

et  par  conséquent 

p'^=0([3)(î'(}/)=^-N(i3)N(y)M-(a)M((3)M;;y). 

Mais  la  seconde  des  équations  (i)  donne 

2AN([3)N(y)<X^, 
et  la  première 


d'où  résulte 

et  par  conséquent 


2AM^(a)M(P)M(y)<i01l'=, 

:)A-p--!<;;3ri.-c«i, 

p-<5A-     ou     p< — -A. 


Désignant  alors  par  s  et  n  des  quantités  comprises  entre  -^-  et  — ^, 

on  posera 

<î>  (  a  )  =  9 -+- «9' +  a- 9"  =  A  e, 

$  (  (3  )  =  9  +  (39' n- [3- 9"  =  i  Av)  e«v/~, 

0  (  y  ;  =  9  +  yo'  +  y-  9"  =  ^  A  ■/!  g-'v^"  ' , 

et  ces  trois  équations,  considérées  comme  trois  équations  à  trois  in- 
connues (p,  cp',  9",  donnent  pour  les  valeurs  de  ces  trois  nombres  en- 
tiers des  valeurs  ayant  pour  dénominateur  commun  le  déterminant 
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lequel  est  égal  à  (/3  — 7)  (7  — «)(«  —  j^),  qui  est  différent   de  zéro. 
Quant  aux  trois  numérateurs  des  valeurs  de  ç,  y',  o",  ils  sont  évidem- 
ment finis,  et  par  conséquent  les  nombres  entiers  o,  ç',  -s,"  sont  limités. 
Il  en  est  évidemment  de  même  des  nombres  6,  1}',  6". 

S\.  Voici  ce  que  l'on  conclut  de  là  : 
Posons 

F  , 

on  aura 


M  (a)  "^     M(. 


■2AM[(3]M(y)r      ,       N(S)    ,  yPiUTrx   ,  y  N(y)    ,      P[y)l 

M^ia)  L       '    'M{P)-"^M(?)JL-  M(7)    ■   ^M{y)J' 

que  l'on  peut  écrire 

Faisons  croître  indéfiniment  A;  à  la  suite  indéfinie  des  valeurs  de  A 
correspondent  diverses  formes.:?  qui  ne  pourront  olirirun  nombre  illi- 
mité de  quantités  diflérentes  pour  le  nombre  entier  il  et  pour  les  coel- 
ficients  entiers  des  polynômes  tî>  et  ^'.  Il  devra  donc  arriver  que  pour 
deux  valeurs  de  A,  dont  la  diflerence  soit  d'ailleurs  aussi  grande  que 
l'on  voudra,  on  retrouve  le  même  nombre  12  et  les  mêmes  polynômes  <I> 
et  Y;  mais  la  quantité  M(a)  sera  certainement  différente. 

En  effet,  on  a 

c'est-à-dire 

[M2(a)  +  2AM((3)M(y)]<2A2A^ 

et  cette  inégalité  ne  saurait  avoir  lieu  pour  deux  valeurs  de  A  suffisam- 
ment différentes  l'une  de  l'autre. 

Donc  il  y  aura  deux  valeurs  de  A  aux(juelles  correspondront  des 
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formes  ^i  el  ,fy,  que  nous  écrirons  ainsi  : 

^M/ta:)  L  ii  il     J  L  il  il     J 

Supposons  que  la  forme  Si  corresponde  a  une  certaine  valeur  H  de  A,- 
et,  après  avoir  introduit  dans  J,-  une  quatrième  variable  T,  cherchons 
la  réduite  équivalente  à  §i  lorsque  A,  =  H.  On  aura  ainsi  une  cer- 
taine forme  oi  dont  les  coefficients  g,  h,  k,  l,  m,  n  seront  de  la  forme 

Introduisons  de  même  une  quatrième  variable  T  dans  ,i^y  et  appliquons 
à  .f y  la  substitution  qui  transforme  5,  en  9,;  nous  aurons  une  forme  oj 
équivalente  à  ffj  et  dont  les  coefficients  g,  h,  k,  /.  m,  n  seront  de  la 

forme  a-i-b~~,  et  les  quantités  a  et  6  de  cette  nouvelle  forme  f,- 
seront  identiques  aux  quantités  a  et  6  de  la  forme  œ,-. 

Si  donc  (pi  est  réduit  pour  A,  =  H,  c'est-à-dire  si  tous  les  coefficients 
de  ^,sont  négatifs  pour  A, —H,  on  voit  que  çy  sera  réduit  si  l'on  at- 
tribue à  A,  la  valeur  définie  par  l'équation 


Enfin,  au  lieu  de  y,  et  çjy,  on  peut  considérer  les  formes  9,Mf(a)  et 
çiyM-(a),  qui  sont  réduites  en  même  temps  que  ?,•  eloj  et  qui  sont  l'une 
et  l'autre  équivalentes  à/,  et  par  conséquent  équivalentes  entre  elles. 

Pour  simplifier,  nous  désignerons  simplement  par  9,  et  py  les 
produits  ffl,M,'(a)  et  cpj'Mj{a). 

Cela  posé,  9,  est  réduit  non  seulement  pour  A,  =  H,  mais  en  général 
pour  toute  valeur  de  A,  comprise  entre  deux  nombres  Ao  et  A,  ;  oj  sera 
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donc  réduit  non  spulenicnt  pour  la  valeur  H  ^r^-A  de  Ay,  mais  pour 
toute  valeur  de  A,-  comprise  entre  Ao  T^f^  et  A,  y~,- 

'  '  M/ (a)  M;'  ^a) 

Supposons  Ao<A,;  si  A,  devient  supérieur  à  A,,  ç,-  cesse  d'être 
réduit;  alors  une  certaine  substitution  donnera  une  forme  (p,+,  équi- 
valente à  ç>,-  et  réduite  lorsque  A,  reste  compris  entre  A,  et  un  autre 
nombre  Ao.  La  même  substitution  appliquée  à  y,  donnera  une  forme  çjy^,. 

qui  sera  évidemment  réduite  lorsque  Ay  reste  compris  entre  A,^.^j^' 
et  A  ^^. 

Supposons  jrï4^  >  I  ;  alors  on  finira  par  trouver  un  nombre  h  tel 
<TU6  ip,+A  soit  identique  à  Oy;  alors  la  substitution  qui  conduirait  de  o,va 
k  Oi+h+\  sera  celle  qui  conduit  de  çy  h  çiy+,,  c'est-à-dire  celle  qui  conduit 
de  ç3,- à  ç,^.,.  On  voit  donc  qu'à  partir  de  là  les  substitutions  se  repro- 
duisent périodiquement,  à  mesure  que  A  croîtra  jusqu'à  qo  . 

Si,  au  contraire,  A  va  on  diminuant,  la  forme  ç,  est  précédée  d'une 
forme  ç,.,  qui  se  déduira  de  ç,  par  la  même  substitution  qui  conduit 
de  ©y  à  <^j-^^  c'est-à-dire  de  9,+/,  à  9,+a_|.  Les  mêmes  substitutions  se 
reproduisent  donc  pour  les  formes  réduites  correspondant  aux  valeurs 
de  A  inférieures  à  Ao- 

35.  Donc,  si  l'on  forme  les  réduites  de/  pour  une  suite  de  valeurs 
de  A  croissant  d'une  manière  continue,  on  finira  par  employer  périodi- 
quement les  mêmes  substitutions  pour  déduire  une  réduite  de  la  pré- 
cédente. 

Il  sera  facile  de  reconnaître  à  quel  moment  finit  une  période  de  sub- 
stitutions. En  effet,  les  premières  formes  ç,  et  oy,  c'est-à-dire  les  formes 
déduites  de  ,f,  et  -1y  et  non  multipliées  par  M,"(a)  etMJ(«),  avaient  des 
coefTicienls  s,,h,  k,ï,m,  n  de  la  forme  « -h  ^  irr^  et  a+.h  ..,/  ., 
les  quantités  a  et  h  de  l'une  des  formes  étant  identiciues  aux  quantités  a 
et  h  de  l'autre. 

Mais,  en  prenant  pour  ç,  et  çy  les  quantités  désignées  d'abord  par  o,, 
ç/ct  multipliées  ensuite  par  Mj"  (a)  et  M; (a),  les  coefficients  sont  devenus 

de    la    forme    A,-  -f-  „,',-%  et  A,  +  .,./   '  •>  où   l'on   a  A,— rt^I;(«)   et 
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Aj—.  aM/(a)  avec  B,-=  èIVI,-(a)  etBy=  6M;(a),  c'est-à-dire  que  les  coef- 
ficients de  deux  formes  correspondantes  auront  des  valeurs  propor- 
tionnelles, et  par  là  j'entends  que,  si  l'on  désigne  les  coefficients  g,  h,  k, 
l,  m,  n  de  l'une  des  formes  par 

A,-r-B,A,  A.H-B.A.  A3+B:,A.  A,^B.,A,  A,+  B,A,  Ar,H-B,,A 
et  ceux  de  la  forme  correspondante  par 

A',-B',A,  A',-R',A,  A'.-f-B'^A,  A',,4-B',A,  A'.-t-B'.A,  A',,-4-B;A, 
on  doit  avoir 

A, 


A.       A, 

_  A, 

_  A, 

_  Afi 

B, 

Bo       B, 

B, 

Br. 

B, 

A',  ~  a; 

~  A',.  ' 

^  a; 

"  A'„  ' 

B', 

~  b;  "  b; 

^B^ 

^% 

~b; 

yVinsi,  lorsque  l'on  sera  parvenu  à  deux  formes  pour  lesquelles  une 
telle  proportionnalité  a  lieu,  la  série  des  substitutions  par  lesquelles  on 
passe  (le  la  première  forme  à  la  seconde  formera  la  période  de  substi- 
tutions qui  se  reproduit  indéfiniment  pour  donner  toutes  les  réduites. 

Remarquons  enfin  que,  l'ordre  des  coeificients  d'une  réduite  étant 
indéterminé,  il  faudra  comparer  les  coefficients  g,  h,  k,  l,  m  n  de  l'une 
des  réduites  aux  coeificients  de  l'autre,  non  pas  dans  l'ordre  arbitraire 
où  ils  se  présentent,  mais  en  les  rangeant,  par  exemple,  d'après  la 
grandeur  croissante  des  multiplicateurs  de  A. 

C'est  ce  que  nous  allons  éclaircir  par  des  exemples. 


36.  Soit,  en  premier  lieu, 

A'^  =   2. 

Nous  considérerons  la  forme 

{x  -^  yl^  -H  zl'l^)-  -4-  2A(x  +,r:^î'2  +  ;>.- v4j  [x  ^  yV-l^.  +  z\\%), 

où  X  et  X^  désignent  les  racines  cubiques  imaginaires  de  l'unité. 
Si  l'on  change  x  enx  —  t,  y  en  y  —  t,  z  en  z  —  {,  on  obtient 

^[2+V2  +  v^  +  A(-j-r'^+2v4)](r-0- 

-i-   [a  -i-  9,  \  2  -t-  V  4  -f-  -^  (—  2  +  4  V' 3  —  \'%  )\(Z  —  tYK 
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Pour  faciliter  le  calcul,  en  rendant  plus  simple  la  comparaison  des 
coefficients,  nous  remplacerons  s  2  et\4  par  leurs  valeurs  approchées, 
qui  sont 

\  2  =  1 , 9.6, 

On  obtient  ainsi  pour  la  forme  précédente,  que  nous  désignerons 
par  Y„, 

2fA-.)(r-z)=-i-.,59(A-i)(z-x)2+.,26(A-.)(x-j)2 

-f- (3,85-0,85 A) [x  -  ty-~  ;4,85  -  o,o8A)  (j-/)^^ (6,1 1  -M,45A)  (s  -  t)\ 

ou  encore,  en  multipliant  par  100,  ce  qui  ne  change  pas  les  conditions 
de  réduction,  nous  aurons,  pour  F„, 

(— 2oo+20oA)(.^-— 2)2-;-,  — 159  — i5gA)(z  — x)2-i-;  — 126-r-  i26A)(a:— 7)2 
~[    3S5-  851][x-ty-~      485-     8A)(.j-0--^      611 -i- 45A][z- ty-. 

Cette  forme  est  réduite  si  A  reste  compris  entre  1   et    --;  mais,  si  A 

385 
devient  supérieur  à -„^)  le  coefficient  de  (.r —/)-  cesse  de   satisfaire 

aux  conditions  de  réduction. 
Nous  ferons  alors  la  substitution 


IMais,  auparavant,  nous  remarquerons  que  cette  substitution  a  pour 
effet  d'augmenter  de 

385 -85  A, 

qui  est  le  coefficient  de  {jc  —  t)-,  la  somme  des  coefficients;  nous 
aurons  donc  là  un  élément  précieux  pour  la  vérification  des  calculs. 
Désignant  par  S,  la  somme  des  coefficients  de  la  forme  de  rang  i,  nous 
aurons,  pour  la  forme  Fo, 

80  =  996 -.537  A. 

37.  Opérons   maintenant  la   subslilution   indiquée;  elle  nous  con- 
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duira  à  une  forme  F,, 

(-385+  85A)(7-  3)-+|g96  +  6oA)(z-^)-^+(259-4-4iA)(.r-j)'^ 
+  !  -  585  -h  285A)  (a;  -  /)"  +  (226  +  74  A)  (j  -  0"  +  («70  -  gSA)  (  s  -  /  )-, 

et  la  somme  des  coefficients  est 

S,  =  i38i-+-452A, 

qui  est  bien  égale  à  Sp  +  385  —  85  A, 

La  nouvelle  forme  F,  est  réduite,  tant  que  A  ne  dépasse  pas  la  valeur 

870         .       .  ,, 
-~\  mais,  si  1  on  a 

9^ 

alors  le  coefficient  de  (:;  —  /)-  cesse  de  satisfaire  aux  conditions  de 
réduction. 

11  n'y  a  pas  lieu,  du  reste,  d'examiner  si  la  période  se  termine  à  la 
forme  F,,  car  les  coefficients  de  Fj,  n'offrant  pour  A  qu'un  seul  multi- 
plicateur négatif,  ne  sauraient  offrir,  dans  leur  comparaison  avec  les  coef- 
ficients de  F„,  les  caractères  qu'offrent  deux  formes  correspondantes  de 
deux  périodes  différentes. 

38.  Supposant  donc  que  A  dépasse  ^j-j  nous  ferons  la  substitution 

.r  =  —  :r  -J- j, 
y=y—  I, 
3  =  — x-f-j-4-2-/, 

qui  conduit  à  la  forme  F^, 

(-870+  93A)(j-3,r^+(  485-  Sl){z-xr--^[  285+iç)2A]{x~rr- 
+  {- 6i  n-i34A)  (x-0'-^- ('096 -igA)  (/-/)=+ (1866-  33A)(2— 0-- 

La  seule  inspection  des  signes  dont  sont  affectés  les  coefficients  de 
cette  forme  montre  qu'il  est  inutile  de  la  comparer  à  la  forme  Fy. 

Comme  vérification,  nous  trouvons  que  la  somme  So  des  coefficients 
est 

82  =  225 1  H-  359 A, 
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qui  est  Lien  égale  à 

La  Ibrine  F.,  cesse  d'être  réduite  si 


ou,  en  faisant  le  calcul  plus  exactement,  lorsque  A  dépasse  la  valeur 
qui  annule  simultanément  les  trois  coefficients  de  (r  —  a)",  f  v  —  //-, 

{z-ty. 

39.  Dans  ce  cas,  nous  ferons  la  substitution 

X  =^  —  X  -.- 1, 

y  :^  —  X  —  s  -f  2  t, 

Z  =  —  X  —y—  Z-r'it, 

qui  donne  la  forme  F,, 

{--:>.-i5\-\-^i\)'[y-zY--,-  -■2çfi^^-r-57.^)[z-x)--r-  — i866^33A)  ;x- j)- 
-^  ;     7179—   3A)(x— 0^^;     5698-22A)(j-02-i- .     9045-1- 39A)  (2- /)-. 

La  somme  des  coefficients  est 

S;)=  1474^   ^'  140A; 

il  est  facile  de  voir  ([u'elle  doit  être  égale  à 

So-2(485-8A   +2('.o96-i9A)  +  5[i866-33A), 

et  l'on  trouve  en  effet  que  celte  somme  est  égale  à  S3. 

Si  l'on  considère  la  forme  F3,  on  voit  que  les  coefficients  présentent 
les  mêmes  combinaisons  de  signes  que  ceux  de  la  foiine  Fo;  nous  allons 
donc  les  comparer  à  ceux  de  Fq  et  voir  s'ils  présentent  la  proportion- 
nalité qui  indique  la  fin  d'une  période. 

40.  Nous  allons  écrire  les  coefficients  de  Fy  sur  une  première  co- 
lonne et  ceux  de  F,  sur  une  deuxième,   en  les  rangeant  par  ordre  de 
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grandeur  croissante  pour  les  coefficients  de  A  : 

F„.  F,. 

485-      8A,  7>79-    3A, 

385—   85A,  5698 -^22A, 

~  126  -  126 A.  -  186G  -  33  A, 

61 1  —  i45A,  9045  —  3gA, 

—  ijg-^iSgA,  — 235i--4'A,           '" 

—  200  -;-  200A,  —  Tgôî  ^-  5?.  A. 

Les   rapports  des  multiplicateurs  de  A  dans  les  coefficients  d'une 
même  ligne  horizontale  sont 

8        85       126       145       159      200 
3'        22'      o3  "      J9         ji         57 

ou,  en  effectuant, 

i,Cy,     3,8,     3,8,      3.9,      3,8,      3,8. 

Ces  rapports  sont  tous  sensiblement  égaux  à  l'exception  du  premier; 
mais,  les  deux  termes  de  ce  premier  rapport  n'ayant  qu'un  cliiiTre,  ce 
rapport  est  assez  douteux,  à  cause  des  valeurs  qu'on  a  prises  pour  \  2  et 
\4.  lesquelles  ne  sont  que  peu  approchées  et  peuvent  donner  des 
erreurs  dans  le  dernier  chiffre  des  nombres  qui  forment  les  coefficients 
de  la  forme  ternaire. 

Prenons  maintenant  les  rapports  des  termes  indépendants  de  A.  en 
-faisant  correspondre  les  termes  d'une  même  ligne  horizontale. 
On  trouve 

235 I         2962 
I 59        200 


7179 

5698 

i86(> 

9"45 

4»5  ' 

■5«5  ' 

126  ' 

('>  1 1 

ou,  en  effectuant, 

>4. 

.4. 

'4- 

.4, 

ces  rapports  sont  donc  sensiblement  égaux. 
La  période  semble  donc  bien  se  terminer 
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41.  Nous  allons  calculer  cxactenionl  celle  forme  pour  voir  si  celle 
prévision  se  réalise. 

Lessubstilulions  successivemenl  employées  soiil 


nous  joindrons  à  ces  subsliUitions  la  siibslitutioi 


qui  changea;  enj'  etjen  .r.elqui  dansFj  placera  les  termes  dans  l'ordre 
où  sonldansF,,  les  lermes  correspondanls. 

Ces  cinq  substitutions  peuvent  être  remplacées  par  la   subslilulion 
unique 

I      ■?.     a 

I        I        2 

I      I      I 

Cette  substitution,  appliquée  à  la  forme  F»,  savoir 
Fo  =:(a:  -¥  y\-}.  4-  s  vl)"-!^  9.A  (ar  -;-  \y\-}.  -\-  'i?  z\l'\){x  +  À-/ J  2 -f  Xz  y/^), 
donne 

F3  =  [(i  +  v'2  4-  \jl)x  +  (2  +  î'2  -f-  ^4)j-a-  (a+  a  J'2  +  5/4)2]  = 

+  2/\[(n-Xv/i  +  ?,2  ^4)^-^(2  +  ?.  V2  +  >,2^4J_^--t    (2+ îXv''2  +  Â=î/4)z]      " 

x[(i  +  ^=î/2  +  ?.^4)x+(2-t-rM2  +  ;.r4)7-r-(2-4-2},2vi-+-?.v'4)sJ, 

et  cette  forme  F3  peut  évideni_nient  s'écrire  ainsi  : 

X  (ar  +  ).j  V  ï  -4-  À2  S  U)  (^  +  >•'/  \  2  -i-  As  ?•  4) 
ou  encore 

VÎ+V'4)^^(^'+rV2-t-SV?)V2A(i^2— l)'U+?J-V2-^/.^3V-^)(.r-^/;-J-V2+X2v'4^ 
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Ainsi,  on  passe  de  F^  à  Fj  en  multipliant  Fo  par 

li-i-v'â  +  v?)'. 
et  changeant  en  même  temps  A  ea 

Si  maintenant  on  continue  à  taire  croître  A,  on  déduira  de  F3  de 
nouvelles  Cormes  réduites  qui  s'obtiendront  parles  mêmes  substitutions 
qui  ont  permis  de  passer  de  F^  à  F3,  et,  si  A'  et  A"  sont  les  deux  limites 
entre  lesquelles  doit  rester  A  pour  qu'une  des  premières  formes  soit  ré- 
duite, à  cette  forme  correspondra,  parmi  les  nouvelles  formes,  une 
forme  qui  sera  réduite  lorsque  A  restera  compris  entre 
A'  A" 

'^2-i)'  (Va-'/ 

ou,  si  l'on  veut,  entre 

A'(.  +  ;;'2  +  î4)^  et  A"(.  +  ;)ï-i-v'4)'- 

On  parviendra  ainsi  à  une  forme  F^  à  laquelle  se  terminera  la 
deuxième  période,  et  qui  se  déduira  de  F3  comme  F3  se  déduit  de  F„;  et 
ainsi  de  suite  indéfiniment. 

42.  Les  intervalles  dans  lesquels  chaque  forme  est  réduite  sont  indi- 
qués par  le  Tableau  suivant  : 


Fo 

est  réduit  si 

•<^<f' 

F, 

" 

S<^<|?' 

F, 

" 

8:0                ,86.-,^ 
93  ^     ^    àà   ■ 

ou, 

exactement, 

Fo  est  réduit  si 

^  .  ■      i6-M2v-:i  H-qv'4 
i<A<                 ^^ 

F,           » 

16  +  12  V  2  -f 
10 

•9v'4  ../  6  +  51^2 +  4 v4 

'-^< 

F, 

6  -f-  5  V  2  -h 

A^    <A<(i-Hl'i  +  ^4)'. 
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Les  limites  de  A  pour  F3  se  déduisent  des  limites  relatives  à  Y^  en 

multipliant  celles-ci  par  (i -)- ya -f- v4)  • 

Puis  les  limites  pour  F^  se  déduisent  des  limites  de  F,  en  multipliant 
celles-ci  par  la  même  quantité,  et  ainsi  de  suite,  de  sorte  que 

F3  est  réduit  si    (.  +  î/2+ï'4)'  ^^^.6  +  .2J/.+9v^^,        2+4)'. 


F4 


{,+■^7,^lf^Yl^i±l2]/I±ÉI^^<:^-±^E±AE  (,  +  ^^+^4)^ 


Si  l'on  désigne  par  F_,,  F_.,.  ...  les  formes  réduites  qui  précèdent 
F„,  et  qui  sont  relatives  à  des  valeurs  de  A  inférieures  à  l'unité,  elles  se 
déduisent  également  des  formes  Fq,  F,,  Fo,  à  savoir  : 

F_,  se  déduira  de  F.  en  divisant  F,  par  (i  -H  y  2  +  v4)^  et  changeant 

A  en  /:),-_  y, 5   ou,    si  l'on  veut,  en  multipliant  Fo  par  (y  2  —  i)"  et 

changeant  A  en  A(i  +  (2  +  v4)^ 

La  même  opération  donnera  F_2  au  moyen  de  F, ,  F_3  au  moyen  de  Fo, 
puis  F_i  au  moyen  de  F_|,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment,  et  les  limites 
de  A  seront  les  suivantes  : 

F_,  sera  réduit  si    ^  +  ^v^-<- ^4   (;;/2_,)^'<a<i. 


.6  +  ,.vW9V4(3-     ,^3^^^  6  +  5V^  +  4v'4  (a^_.). 


F_3  ,>  (-^_,)3<A<l^±l^^^l±9^(î/^_.y' 
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43.  On  voit  ainsi  comment  la  série  des  formes  réduites  peut  se  pour- 
suivre indéfiniment  dans  les  deux  sens. 

Lorsque  A  croit  à  partir  de  i ,  on  obtient  les  formes  réduites  en  ap- 
pliquant périodiquement  et  successivement  les  quatre  substitutions 


ou  plutôt,  comme  la  dernière  ne  fait  que  permuter  les  lettres  x  aiy 
dans  la  forme  F3,  nous  n'avons  qu'à  employer  les  trois  substitutions 


Pour  les  valeurs  de  A  inférieures  à  i ,  il  faut  appliquer  à  partir  de  F„, 
successivement  et  périodiquement,  les  substitutions  inverses  des  précé- 
dentes, en  commençant  par  la  dernière,  c'est-à-dire  appliquer  succes- 
sivement et  périodiquement  les  substitutions  suivantes  : 


I  O        1 


O       —  I       o 


44.  J'ai  appliqué  la  même  méthode  à  la  racine  cubique  du  nombre  '5. 
Voici  le  calcul  : 
Je  prends  la  forme 

Fo  =  (x  -t- jv  3  ^  2  \  9)-  -H  2 A  [x  -^  >,jv  3  -H  /-2  ^9)  {x  -I-  l-yti'i  ^  Iz  y/g), 

ou,  en  changeant  x,y,  z  en  x  —  l,  y  —  t,  z  —  t, 

Fo=  {-  3-r-3Aj(j  — z)-+(— v'9-HV9-^)i-— -^y- 

+  (_;^3  -r-  î''3  A)  [x  -y'r-  +  [i  +  ^3  +  î^  4-  (2  -  ^3  -  ^'gJAJ  {x  -  t]'^ 
+  [3  +  ^1  -i-  ^'9  +  A  (-  3  -  v''3  +  2  ^'9)]  {y  -  ty- 
-+-  [3-+-3v3  +  v9-r  A(— 3  -^ôj  3  -  \  9)]  (s  —  OS 
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OU,  Cil  faisant,  pour  simplifier  les  calculs. 

^9  =:  2,080, 

et  multipliant  par  1000,  on  a  pour  la  forme  1% 

— 3ooo  ^  3oooA)  [y—  z]- ~-   —2080   --2080  A)  [z  —  x)'^—  [  —  ^U^  -i-i442A)(:c  — /)" 
4522-i522A)(;r-0'+ ;    65ii-   i82A]ir-t  )--,-[    9406  ^3572 A)  (s —/ )^ 

Cette  forme  est  réduite  si  A  est  supérieur  à  i  et  inférieur  à  ^^r^- 

45.  Si  A  dépasse  ^^^7-'  la  forme  cesse  d'être  réduite,  et,  pour  la  ré- 
duire, nous  emploierons  la  substitution 

a;  =  x—y  —  z-r-l, 

r^-z  +  t, 

Z  ^  X  —  z , 

qui  produit  la  forme  F, , 

(-  4522  +  1522A)  [y  -  z]-  -4-  (13928  -T-ioSoA)  (  z  -  xy-  -\-  (  3o8o  -     80A)  [x  -  yY 

■  (-  7522  +4522A)  (:«:  -  0=-^  (  '442  ^  558A)  (/ -  0'-  (■'"44  -  '8o4-^)  (2  -  ty-, 

qui  est  réduite  tant  que  A,  restant  supérieur  à  ^^'^^î  ne  dépasse  pas 

"«44. 
i«o4  ' 

D'ailleurs,  il  est  inutile  d'examiner  si  les  coefficients  de  F,  pré- 
sentent, par  rapport  à  ceux  de  F»,  la  proportionnalité  qui  indiquerait 
la  fin  d'une  période,  car  F,  présente  deux  coefficients  dont  les  deux 
termes  sont  positifs,  tandis  que  Fo  n'a  qu'un  seul  coefficient  dont  les 
deux  termes  sont  positifs. 

46.  Supposant  alors  que  A  dépasse  —rr^'  la  forme  F,  cessant  d'être 

réduite,  la  substitution 

x=^  X  —  y, 

y  =  -y  +  t, 

z=^x  —y  —  z  -i-  t 
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donnera  la  forme  Fj, 

(— 11044  —  1804A)  (r— z)--i- î  6I22  —   182 ^)  [ z  —  x)- -i- [  3522 +  3718A)  [a:  —  rj- 

H-(-  -Jg6^-^l']^^]{x  —  ly--r  13486 - 1246 A)  (j-  0^+ (24972  4-  246A)(z  -  ty-, 

qui  est   réduite  tant  que  A,  restant  supérieur  à  -^?^'  ne   dépasse 
13486 

La  seule  inspection  des  coefficients  de  celte  forme  indique  que  la  pé- 
riode n'est  pas  encore  à  son  terme. 

4-7.  Supposant  donc  que  A  dépasse  la  valeur     ^)^.  >  nous  obtien- 
drons, par  la  substitution 

Z  :=  —  X  -i-  Z  , 

la  forme  F.,, 

(-i3486+i246A](j—  s;i=-i-  (384458-  ioooA)(  2  -  x^-h-  (170008 -1-1472A)  (x —j)^ 
+  (-  6964+  964A)(:p- /;=4-(     2442+  558A)(j--0'-+(     5522+  478A)(2 -0% 

et  cette  forme  est  réduite  si  A,  restant  supérieur  à  ^-^^^  ne  dépasse 

38471 
^      1000 

D'ailleurs,  la  composition  des  coefficients  indique  que  la  période 
n'est  pas  terminée. 

48.  Si  A  dénasse  -^-^'  >  nous  ferons  la  substitution 

'  1000 

x  =  y-l, 
y'  =  X  —  I, 


d'où  résulte  la  forme  F^, 

(-38458  +  .oooA)(/-2)"-+(4398o-522A)(2-x)=H-(55466+472A)(:r-r)  = 
+  (-36o26-:-i55SA)(^-0-  +  (3i494-    36A]  (r-/)^  +  (a497='+246A)  (z-/)^, 
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qui  est  rédiiito  si  A,  restant  supériciii-  à  "  ''  -  rosto  en  même  temps' 

fonciir  a  --^^^• 

Celle  forme  no  termine  pns  eneore  In  période. 

49.   A  eontinnanl  à  eroître,  la  siihstilntion 

x  =  r—  i, 
r  =  x-i. 


donne  la  forme  F5, 

-  'i358o-5-.'îA)(;--2)  =  +  ;68959.-  3,76A)(2-:c)2  + (99446-  5oA][x-r)^ 
+  -i2486-+-486A)(^-/)2+{  7964--io36A)(,— 0--^(55m  -)-478A){z-/)2, 

,  ,  .  .  .  -,     4'qq3      r)8o5?,     ,  , 

fini  est  reduilc  Innt  qne  A  reste  eompris  entre    ..■  ^'    et  —^i  et  a 

laquelle  ne  se  termine  pas  la  période,  comme  on  le  voit  faeilement  par 
la  comparaison  des  signes  des  termes  des  coefficients  avec  les  signes 
des  termes  de  !"„. 

68n52 

50.   Si  A  devient  supérieur  à~^-_Tv-î  nous  ferons  la  snhstiliilion 

.T~r—t. 
.r  =  .r-/. 
2  —  .r  —  3, 
qui  donne  la  forme  F^, 

(-  68952  +•  276A] (j  -zY^  +  (74474  -  202 A) (3  -  xy-  +  (1G8398  -  326A) (ar  -.r)2 
+  (— 60988  ^-  i3i2A)(x- /j2  ^(56466 +  2ioA)(.r-  /)=  +  (  24972  +  246A)(2  - /]2. 

cette  forme  est  réduite  lorsque  A  reste  compris  entre  --77^  et  '  '   ?  , 

et  la  combinaison  des  signes  des  coefficients  montre  encore  que  la 
période  n'est  pas  terminée. 
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51.  A  dépassant  ^^:^^-'  la  substitution 


.1' =,>■  —  '. 

z  =.r  —  f 

conduit  à.  la  forme  F; 

-  168398 -f-326A"ij-  — 2;=—  [1074 lo  +986A)(2  — ^)--f-i;    99446—    5oX[x  —y]- 

-  143426  -H  572A  [x  —  t]-  ~   224864  —  1 16A  ' V  —  /'-  —  '242872  —  124A    ;  —  /  - 

L'inspection  des  coelficients  de  celte  forme  montre  que  la  fin  do  la 
période  n'est  pas  encore  atteinte.  Celte  forme  est  réduite  tant  que  A 

.  .         ,    i683<|8  ,.  224864      ,  ,     ,  , 

reste  supérieur  a  ■,^^.  sans  dépasser — ^^—^■>  et,  en  calculant  plus  exac- 
tement, on  trouve  que  celle  forme  est  réduite  jusqu'à  ce  que  A  atteigne 
la  valeur  qui  annule  simultanément  les  trois  coefficients  de  (^r— y)^, 
(y—  t)-,  <  z-  —  t }-. 

52.  Si  donc  A  dépasse  cette  valeur,  nous  ferons  la  subslilution 


z  —  .r  -^  z  —  2/, 

qui  conduit  à  la  forme  F», 

-  824310  -;-  i66A)  [y  —  z)--h   —  ^6--'iù  -.-  240A',  [z  —  .t)-+  —  224864  +  1 16A!  [x  —  y] 
1016910—    i^L^][x— t]--h       7o5o86  —  122 Aî(j— /)--;-;    14666384- 290 A  (s—/)' 

et,  si  l'on  compare  les  coellicients  de  cette  forme  à  ceux  de  F„,  on  voit 
qu'en  faisant  abstraction  de  leur  ordre  ils  présentent  les  mêmes  com- 
binaisons de  signes.  Nous  sommes  donc  conduits  à  examiner  s'ils  pré- 
sentent avec  ceux  de  Fo  la  proportionnalité  qui  indiquerait  la  fin  d'une 
période. 

53.  Nous  placerons  donc  les  coefficients  de  Fo  et  de  F^  sur  deux  co- 

8 
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loiuios  vcriicnlos,   en  les  raiipcniU  d'nprcs  la   grandoui-  croisï^nnlc  tlos 

miilliplicaleurs  de  A  : 

F„.  Fs. 

632-'.—      2S2_^,  IO169IO  —      24A, 

—  1442 H- 1442-^>  "   224864  -'■- 1  i()A, 

4;')22  —  i522A,  7o5o8G  —  122A, 

—  2080  -T-  2080  A,  -  324310  -4-  166  A, 
•     -3ooo-h3oooA.  ~  467736+ 240A, 

ç)4()f)  -'-  3572 A,  1 466638  -.-  2t)oA. 

Los  rapports  des  niulliplicateurs  do  A  dans  F„  à  ooiix  de  A  dans  F^ 
sont 

282            l44'            1522  2080            ioOO           3572 

24  '       I  ib  '       12.2  it)6  ■       2^0          290 
ou  bien 


CCS  rapports  sont  donc  sensiblen^ent  égaux. 

De  même  les  rapports  des  termes  constants  dans  Fo  aux  termes  con- 
stants correspondants  dans  Fg  sont 

1016910       224864       7o5o86       324310       467736       1466638 
()5i2     '         i44'-  45^2  2080  3ooo  9(06 

OU  l)ieii 

i55,  i55,  i55,  i55,  i55,  i55, 

qui  sont  aussi  sensiblement  égaux. 

Il  Y  a  donc  lieu  de  calculer  exactement  la  forme  l\  et  de  voir  si  les 
rapports  précédents  présentent  une  égalité  absolue. 

Mais,  auparavant,  nous  ferons  dans  F,  la  substitulion 


(]ui  mettra  les  termes  de  Fg  dans  le  mémo  ordi'c  que  les  termes  corres- 
pondants de  F„. 
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Or,  les  siiljstilutions  employées  pour  passer  de  Fo  ii  Fg  sont,  en  remar- 


—  I  o 


liiaiit  (]ue  la  substilulioii  1  i    i   i   ,  a  laijuelle  on  adjoint 


peut  être  remplacée  par  '  -i  — i  — i  ,  ces  sub.slilulious,  dis-je,  sont 


o  o      —  1 


I       —  I  o 

o      —  I  o 


■  I       o  1 


I  o       —  1        —  il 

et  ces  substitutions,  appliiiuées  successivement,  sont  équivalentes  à 
la  substitution  unique 

j  4    ^    9  i 

I  3     4    6  '. 
'2341 

Cette  substitution,  appliquée  à  la  forme 

F„=     X—rli  —   -\  <)j--i--2A(*--HÂ/V^-i-  A-zi'[)){x  -r  À-J  'y/i  —''■}' \  9  J' 

donne  la  forme  l\, 

[(4  +  3  v^  -^  2  v'9)^  -^  16  -T-  4  i^S  -r  3  ?/9)  j  +  (y  H-  (3  2/3  +  4  v'9) 5/ 

+  2A[(4h-3X  v'3  -r  1 X'  v'9  )  ^  -i-  (  (3  +  4  X  v'3  +  3 1-  v'g)  j  +  (  9  ^  G  l  i' '3  -^  4 1^  v'9  )  ^  J 
X  [(4  +  3}.-^  v3  +  2>.  v9J  ^  -t-  (lî  +  4>'-  V3  -r  3),  V  9)7  +  (9  +  ti>--  V  3  +  4^  ^9)'^  • 

ou  encore 

(4-1-3  {/3-h2t/'ç))-[{x  +  x''!/^  +Z\/9)^ 

4-  2  A  (  V  '9  —  2 )  '  ( X + j  À  V  3  4-  3  À-  ^9  )  (^  -h  j  •  À-  V  3  -t-  3  l  V  9  ) j . 

c'est-à-dire  qu'on  obtient  F^  en  multipliant  F„  par 

(4  -H  3v3  -r-  2\  9J' 
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et  leinphu'iint  A  |)ar 

5i.  A  parlir  de  F»,  les  subslilutions  se  reproduisent  périodique- 
ment, et  toute  forme  Fjn+A  se  déduit  de  la  foiine  F/,  en  multipliant 
celte  forme  pai' (4  H- 3  v3  ^- 2\  9)^"  et  changeant  A  en  A(s9  — 2)'^"- 

Si  l'on  considère  au  contraire  les  formes  qui  précèdent  Fo  et  si  on 
les  désigne  par  des  indices  négatifs,  on  voit  que  la  forme  F_s,,^_a  se  déduit 
de  la  forme  F^  eu  divisant  cette  forme  par  (4  -f  3\  'i  -4-2  s  9)""  et  chan- 
geant A  en  j-ir= —^,  ou,  en  d'autres  termes,  en   multipliant  F^  par 

{\'9—  -■)' 
(\  9  —  2)'"  et  changeant  A  en  A(4  -f-  3n  3  +  2\  9)'". 

On  déduirait  d'ailleurs  les  formes  d'indices  négalii's  de  la  forme  Fo 
en  appliquant  à  F„  les  substitutions  qui  permettent  de  trouver  les 
formes  d'indices  positifs;  mais  il  faudrait  renverser  l'ordre  de  ces  sub- 
stitutions et  remplacer  ces  substitutions  elles-mêmes  par  les  subslilu- 
tions inverses. 


55.  Voici  enfin  un  exemple  du  calcul  appliqué  non  plus  a  des  racines 
cubiques,  mais  aux  racines  d'une  é(jualion  du  t\[)e 


Je  prendrai  l'équation 

x^^  2.r-  5-0, 

(jui  a  servi  d'exemple  à  NeVvlon  et  à  Lagrange  dans  leurs  recbercbes 
sur  les  équations. 

Cette  équation  a  une  racine  réelle  et  deux  racines  imaginaires.  Nous 
désignerons  la  racine  réelle  par  a  et  les  racines  imaginaires  par  |3  et  7. 

Je  donnerai  seulement  le  Tableau  du  calcul;  les  explications  données 
sur  les  deux  exemples  précédents  permettront  facilement  de  le  com- 
prendre. 

Dans  le  commencement  du  calcul,  j'ai  pris  v.  avec  deux  décimales 
seulement,  et  j'ai  posé 

a  ^  2, (M), 

«-  =  4,36. 
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Mais,  à  partir  de  la  onzième  foruif,  cette  approximation  devenant 
insuCfisante,  on  a  pris  quatre  décimales  cl  posé 

a.  :^-  2,()C)4'J) 

a=  =  4,3873. 
56.  On  part  de  la  forme 

<I>  -:.[x  +  aj-+  a-;.  )-+  2A[.r-i-  [3j' ^-  '^-z)\x  -I-  y  j -+-  y-z), 
qui  peut  s'écrire,  en  changeant  x,y,  z  en  x  —  l,  y  —  t,  z  —  i, 

-i-    —  a  ---  X 1)  [x  —  y]-  -i    [i  -^  tx  -A-  c-  -h  [6  ~  Si  —  X-]  ^]  {x  —  t)- 
-4-[5-f-3a  +  a-+    — f)— ^-)-2  3c-,A]  [y  -  t  )■- 
-r  l'j  ^-  7^  +  35C--;-    7  -t-  lo;^  —  5«-:  A]  (;—  ;  ^ 

et,  remplaçant  a  par  sa  valeur  numérique,  c'est-a-dire  faisant 

«   r^2,09, 

«•^=4,36, 

on  obtient,  après  avoir  multiplié  par  loo, 

^— 918-1-  SooAi^j  — z)-+>  — 436+    36A)(c  — a;)-+  —ioc^-\-  209A)  (^•  — _^-)- 
H-(     745-   45A)(:);-0-+i    i563-237A)(r-/)--h,    3271 -;-6ioA)(;:  - /)-. 

Celle  forme   n'est  réduite  pour  aucune  valeur  de  A;  mais,  si  l'on 
emploie  la  substitution 

X  =  2  —  <, 

:;  —  —  X  H-  7, 

on  obtient  la  forme  F„, 

-  i563  +  237  Aï  [y  -  z)-  -!■  ,4834  +  373  A)  [z  -  x)'^  h  (  1 354  -  aSA;  (.r  -  j-)^ 

-f   —  1999+ 273 A) (a;—  i]-^  -i-:  645^-  263A:;)--  r,- -^ (2308-282 a; (z—  /)S 
et  celte  forme  est  réduite  si  A  vérifie  la  double  inégalité 

i3o8 
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57.  Nous  parlirons  donc  de  cette  forme  Fo,  qui  sera  la  première  do 
la  suite  périodique  do  formes  réduites  (jue  nous  allons  chercher,  et  qui 
forment  le  Tahieau  suivant,  dans  lequel  les  sub^gtitulions  placées  entre 
doux  formes  sont  celles  par  lesquelles  on  |)assc  d'une  forme  à  la  sui- 
vante; au-dessous  de  chaque  forme  sont  les  valeurs  limites  de  A  entre 
lesquelles  cette  forme  est  réduite. 


(- 1563  -f-  237 A)  [y-  z]^-^-  (4834  +  373A;  ;  z  -a-)i+  (i354  -   28A)  [x  -  y-y- 
i-'99<)-*^273A;i;^-;)^-h(  645^- 263  a;  (  >-/)^-4- (2308-282  A)  (ô  —  /)2, 

273  "^  -^  "-  2.S2  ' 

x  =  x^y, 
y  =  -y-i-i, 
•  3  =  a,-  —  _)•  —  z  -T-  t. 


ï3o8h- 282A;  (r— -3;-+ ;  745  —  45A;i  ;;  —  x)-+ (  309—   9A)  (j 
<j54  -i-  25iAjia.-—  /)-'-f-  ;>g53  —  t()A)(/—  /)--+-  (7142  +r)iA)  ;. 

23o8  ^  .     ^  745 
"^87  ^  ^  "^  "45  ' 


i5-45A::,:r-z)^-., 

7887  +  46A)(:- 

)8  4-  26  a;  [x  —  i]-+  ;■ 

-   209  +  209  A)  (j- 

745            io'-.4 

45  <^-  54' 

X  :^  X  —  Z, 

r=r-t' 

Z—X—l. 

+  :  .054-  ^b.][x-yY 

^4-  ;-  i563-T-237A)(s  -/  W 


r.ÉnvcTin.N  nr.s  ror.MES  orADUATTOtT?  ternaihes  positives,  etc. 


■1054+   54A)()-— s)2-!-  3262  —   28A][z  —  x]-—  [    309— t)A)[.r  —  j)= 
?.6i7- 291^1  (ar-  /)2-f-;  845-^i55Alir—  /'r-    8941  ~S^][z-  l]i 

'"54  ^  ^  ^  309 
54     "~      ^   9  ' 


Zr^X—  t. 


[-  309 +  9A)  [y-zY^  ;-23o8--  282A)(z-^)2-h[-  745 +  45 A)  i:.r-j)= 
■(  8632+  Al(x-/)2+:  1 154-4- 146A)  (r-  0'+(  357i-37A)(s-/;2 
309  ^   ,  357 1 

•*•  =  ■*• -r. 


-3571 -^37  A)  (7- 3',^+ (326:--  28A)(--^]3+  io2o3-  3GA);jr-_r)- 
-43i6-i-82A)(x-  if)2-h  ;4725--io9A)(r-0  =  ^  !  12G3 -f  245A)  (^  -  ty- 


3571  ^  ,  ^  3062 


x=r-t, 

y:=  X  —  I, 

Z  =  X  ~  z. 
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SaGî-^  28A)(7-z]2-f-{     4525  +  2i7A)(z-a:)2-4- ■   i54G5  -  64A)  (ar -^-js 
>.\G3~■-l3■]^)(x-ty--h'-la5i-i-    54A)(j-  0-+;   -309+    g\){:-t]"- 

28    ^     ^     (34         ■ 
x  =  x  —  z, 

Z  ^  X  ~  t. 


l-i5465  +  64A)(/-2)2  +  (i6928  +  73A)(3-a:)2  +  (,22o3-   36^]{x-y■y■ 
[— i5774-i-73A)(j:  — /)2-4-(i44ii  -ioAl(j— /)2  4-(i999o-hi53A)(2  —  /l^. 


i5465 


:a< 


12203 


^  =  X  —  z, 
z~x  —  t. 


r22o3+  36A)[j-2)— I- '-  3571  +  37A)  ^^  -  a:)2-i- 
7787+«89A:(^-/)2^   26614 -46Ai:j--0'+' 


-  3262  -h28A)(;r-j)2 
29131  H-  37A)(z  -na, 


I2203  ^^    ^26614 

~^6~    "^^^' 


j  =  —  a:  +  _^'  +  2  —  /, 
2  =  —  a:-4-  3. 


r.EDLCTlOX   DES   lORMES  ni AURATIQUES  TERNAIRES  POSITIVES,  ETC.  6j 


-266i4^46A  j---^^- (55745-   9A;!;;-;i)^'^;53352-   i8\[x-y]-i 
-3oiS5h-83A    x  —  t/i^i^ii  —  loX.ij—  t]-^  ^m^oi  ^i^3X[z  —  iV^, 

46    ^     ^     18    ' 

X  z^  X  —  z, 


—  23352 -18A      .)•  — s,-— ;—  C833  ^65A     ;  —  a)--T-   —  32G2 -.-28A   >•  —  )•)  = 
-,       iio49^i6i  A^x  — /;-^  ;     377G3  — 28A    j— //^^-       ■;go97-27A     z  —  t]^, 
23352    ,  ^   ^37765 

-r8-^^<^' 

X  —  Z  —  l, 
y=.-x-^y-^z-t, 

1-3788848 H- 2254a;  j--z)--T-:i  172478 j  —  5oo3A:  ;;-x)--4-[346i553—      89A' ;x-;-)2 

;— 4474384  — 7530A  >—/-—;  1445891—  273A  ;)—/;•-— 4897444— 1G159A  j-;:!, 

377G3 
28 


=788848               , 
2254    ^     "- 

1724785 

5oo3     ' 

x=y-/. 

y^x^t. 

Z—X  —  Z. 

(  '  )  On  a  employé  à  partir  d'ici 

^.  =  2,oij4lJ,     z-=_i,j87 
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F,2. 

;— 1 1724785^-5003 a; j-—-)-^  16622229^ Il  i5(ja;>-^j---  i5i86338— 5092 a; >-7)=' 
•;-io278894-h473oA)(x— ;]--:-■  7250401^-  2527 A;(j-—/)--^    7935937  — 2749A'\3—/)=, 

11724785  ^79359'^7 

5<.o3      ^     ^     2749 

}■  =  -}■  + 1. 

z  =  X  —  y  —  z  —  f. 


{-  7935987  -t-  2749A;  'j-z]^^   -  37 88848 -^  2254 A)  (s  -.r)2  +  (-  2842957  -f- 1981  A)  [x-y]-^ 
■(  7250401 -2343 A) (x-0=+^  i5i86338-  222A)(/- /)--+-(  24558166 +  8407 A) ( 2  — /)= 

7935937  ^^      7250401 
2749  "^  ^  2343 

x  =  x—y—:  +  l, 
y=zi—  z  -h  l, 
Z  =  X—  z. 


Fm. 

(-  725o4oi-+-2343A)(j--2)2-f-  3i8o8567-T-Go64A'(s-j:;^-r;  4907444-  362A)(j:-v)= 
-l-i5i86338+5o92Al(x-0--^:  346i553-  89A:  j--/ )--h, 22436739-2565 A) (z-/)'^ 


25o4oi  ^  \  ^  22436781 
"^343"  <-  ^  '^  "^565~  ' 


A-  =  X  —y, 
Z^^x  —  t  —  : 


RICniT.TION   DES  FOHMF.S  Ql"ADRATIOlF,S  TF.r.NAIKF.S  POSITIVES,  ETC. 


-22436739+2565A)(j-z)2+(i5i86338-  ■2'îiA]{z—xy-  +  {  ']i5o^oi+iSi']\)[x  —  r) 
-i7529295+22o3A)(x-/)2+(25898a9'>.-3654A)(r— 0'+(54453o64-3499A)(z  — /) 

22436731  ^  25898292 

2565      <--^^     2654 

58.  Parmi  les  formes  qui  précèdent  F, 5,  il  y  en  a  trois,  à  savoir  F-, 
F,,  F, 2,  qui  présentent  dans  leurs  coefficients  les  mêmes  combinaisons 
de  signes  que  la  forme  F„;  mais  on  voit  sans  calcul  et  à  la  simple  in- 
spection de  ces  formes  que  leurs  coefficients  ne  sont  pas  proportionnels 
à  ceux  de  F„. 

Tl  n'en  est  pas  de  même  de  la  forme  F, 5,  qui  présente  dans  ses  coef- 
ficients les  mêmes  combinaisons  de  signes  que  la  forme  F,. 

Si  l'on  range  en  effet  sur  deux  colonnes  les  coefficients  de  F, 5  et 
ceux  de  F„,  en  les  disposant  de  manière  que  les  coefficients  de  A  aillent 
en  décroissant,  on  formera  le  Tableau  suivant  : 

Fo.  F,3. 

4834  +  373  A ,  54245306  +  3499  A , 

2808  —  282  A ,  25898292  -  2654  A , 

—  1999 +  273  A,  —  22436739  +  2565  A, 

645+263A,  7250401 +2527  A, 

—  1 563 +  237 A,  —  17529295 -+- 22o3 A, 
1354-    28 A,  i5i86338-    222 A. 

Si  l'on  prend  les  rapports  des  termes  constants  dans  les  coefficients 
correspondants,  on  trouve 

54245306      05898292       2243673.)      7250401       17529295 


4834     '  23o8     '  1999  645  i563  i354 

dont  les  valeurs  approcbées  à  une  unité  près  sont 

II22I,        II225,        II223,        II240,        II2l5,         II2l5 

et  ces  valeurs  sont  sensiblement  égales. 


(j^  I..   (iiAUvr.. 

De  mêmp,  les  inpporls  des  eocflîeients  de  A  sont 

34<|i)       sfiVi        ajG5       ai)'.'.-        a-?.o3        2'.».5'. 
"373  '       28?.  '       27T'       263  '      "237  '      ^' 

dont  les  valeurs  approchées  à  -^  près  sont 

<).3,       9,4,       (),3,       <),(;,       ().3,      7,(). 

Ces  valeurs  sont  sensiblement  égales,  à  l'exception  de  la  dernière,  qui 
provient  d'un  rapport  dont  le  dénominateur  est  trop  pelit  pour  donner 
un  résultat  bien  exact. 

Il  semble  donc  que  la  période  conimeneée  par  F„  se  termine  par  Fn 
et  que  F,-,  est  le  premier  terme  d'une  nouvelle  période. 

Pour  voir  s'il  en  est  bien  ainsi,  nous  ferons  d'abord  dans  F,;,  la  sub- 
stitution 

x=y;    X=l,     z~x,     t  =  z, 

qui  a  pour  effet  de  mettre  les  termes  de  F, ,  dans  le  même  ordre  que  les 
termes  correspondants  deF„. 

Nous  remarquerons  ensuite  que  les  substitutions  successives  qui  per- 
mettent de  passer  de  la  forme  <I>  h  la  forme  F,,  ainsi  transforniée 
peuvent  se  ramener  à  la  substitution  unique 

.T  =  —  iSx  -T-  5y  -hi-jz, 
;=-i3x  +  4j-m5z, 

et,  on  se  re])orlant  à  la  substitution 


z  —  —  X  -^  z, 

par  laquelle  on  passe  de  <I>  a  F„,  on  voit  que  les  formes  F„  et  F, ,  peuvent 
s'écrire  ainsi  : 

Fo  —  [—[x^x-]x-hay-{-{i-i-o'.-hx-]z]- 

-r-2A[- (3-1- |3=]x--3j+;n-(3  +  p-^)  .-][-(-/  +  /-> -l-7j+[i+-/-^y^;z], 

Fi:;=    —  'i5  —  i3x  -h  6x-]x  ~  [j  —  ^x  ^  2x-]y  -^  [i-j  -r-  lôx  -h  ';x-]  z]- 

-t-2A[-(i5  +  i3;3-r-6;3-)x-t-;5-f-4,3-i-2p^)j-^  :,^  ^  ,53  .^  ^{32j -1 

X[-(i5+  ,3y  -i-  (iy^-)x  -'r-  {-'i  +  ^y  +  2f-)x  -^  [t':  -^  ^5y  +  - y-^]]. 
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D'ailleurs,  F,;  peut  aussi  s'éciire  ainsi, 

V \:.=  ( a-  -f-  2 «  -!-  2 ^ -  j  [ —  [a  -h  x-]x  --r  xy  -î-  ( i  -h  a  --  a- 1  5 ]- 

c'esl-îi-dire    que    l'on    passe    de    F„    à    F,,    on    multipliant   F„    par 
!(/.■-+-  0.7.  +  -îf  et  en  cliangeant  A  eu 

A  a-   2   ^ 

et,  si  A,  et  A^  sont  les  limites  de  A  pour  lesquelles  la  forme  F„  est  ré- 
duite, on  en  conclut  que  F, ,  est  réduit  lorsque  A  reste  compris  entre 
A,  A, 

Cl 


que  l'on  peut  écrire 

A,;y.-H- 2.3:-f-2'3     et     A.(a--+- 25!  4- 2]^ 

59.  Si  l'on  applique  ensuite  à  la  forme  F,  -  la  série  des  substitutions 
qui  ont  permis  de  déduire  F,;  de  F,,,  on  déduira  une  nouvelle  série  de 
formes  réduites  d'indice  supéi'ieur  à  i5,  et  ces  formes  correspondront 
h  des  valeurs  de  A  que  l'on  déduit  des  valeurs  de  A  relatives  aux  formes 
comprises  entre  F„  et  F,  -,  en  les  multipliant  par  (a-  H-  25(  +  2)'. 

On  obtiendrait  la  série  des  formes  qui  précèdent  Fo  en  faisant  les 
mêmes  opérations  dans  l'ordre  inverse,  c'est-à-dire  en  remplaçant  les 
substitutions  par  les  substitutions  inverses  et  commençant  par  appli(iuer 
il  Fo  la  dernière  des  substitutions,  puis  la  précédente,  et  remontant 
ainsi  jusqu'à  la  première;  et  l'on  déterminerait  les  valeurs  de  A  au  moyen 
des  valeurs  relatives  aux  formes  comprises  entre  F„  et  F,,,  divisées  par 
(%--(-  2a  +  2)%  c'est-à-dire  multipliées  par  (a  —  2)^ 


2"  Equations  du  troisième  degré  dont  les  trois  racines  sont  réelles. 

60.  Soient  a,  ]3,  7  les  trois  racines  supposées  réelles  d'une  équation 
du  troisième  degré,  dont  nous  supposons,  pour  simplifier  l'exposition, 
le  premier  coefficient  égal  à  l'unité. 
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Nous  considérerons  la  forme 

oîi  A  et  B  sont  doux  constantes  arbitraires  positives. 
Le  déterminant  D  de  cette  forme  est 

qui  peut  s'écrire 

D  =  ABH2, 

en  posant 

Nous  nous  proposons  de  donner  à  A  et  B  toutes  les  valeurs  possibles 
de  o  h  ce  et  de  chercber,  pour  cbaque  système  de  valeurs  de  A  etB,  la 
réduite  équivalente  à/. 

Je  remarquerai  d'abord  que  le  nombre  de  ces  formes  réduites  équi- 
valentes à/est  infini. 

Supposons  enelfet  que,  ayant  remplacé  ilans/les  variables  .r,  v,r-par 
X  ~  t,y  —  t,  c  —  /  le  calcul  de  réduction  de/ pour  des  valeurs  données 
de  A  et  B  ait  conduit  à  une  forme 

?^- sir  -  2)'-  /' ( -—  ^]'- /'(*•-/)'- 1[^ - cr- -  '«(r  -  t]--n[z  -  ty-, 

dans  laquelle  les  coefficients  g,  h,  k,  l,  m,  n  sont  évidemment  de  la 
forme 


Nous  avons  remarqué  (n°17)  que  la  plus  petite  valeur  que  peut 
prendre  une  forme  réduite  y  s'obtenait  parla  somme  de  trois  ou  de  quatre 
des  coefficients  de  ç,  de  sorte  que  cette  valeur  minima  peut  s'écrire 

L  +  MA  +  Mî. 

et,  si  9  reste  réduit  ])our  diverses  valeurs  de  A  etB,  cette  valeur  minima 
ne  comportera  que  sept  systèmes  de  valeursdifférenis  pour  L,  M,  N. 

De  plus,  en  se  reportant  à  l'expression  de  /,  il  est  évident  que  les 
nombres  L,  M,  N  sont  toujours  positifs  et  ne  peuvent  être  nuls  ni 
ensemble  ni  séparément. 

Cela  posé,  le  produit  des  trois  plus  petites  valeurs  de /"étant  inférieur 
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au  double  ilu  tléterminant,  le  cube  de  la  valeur  miuinia  sera  a  Joiliori 
inférieur  au  double  du  déterminant.  On  aura  donc 

(L  +  MA  +NB)'■^\BU^ 

et  cette  inégalité  ne  saurait  avoir  lieu  ni  pour  de  très  grandes  valeurs 
ni  pour  de  très  petites  valeurs  de  A  et  B. 

Le  nombre  des  formes  réduites  est  donc  infini. 

Mais  nous  allons  démontrer  que  les  substitutions  au  moyen  desquelles 
s'obtiennent  les  formes  réduites  se  reproduisent  périodiquement. 

61.  On  a  vu,  à  la  fin  du  n"  17,  qu'en  faisant  dans  /une  substitution 
convenable,  le  produit  des  trois  coefficients  de  j:'-,  J^  z-  était  inférieur 
au  double  du  déterminant  de  la  forme/. 

Supposons  que  pour  des  valeurs  données  de  A  et  B  cette  substitution 
soit 

X  —  m  X    ;-  n  Y  -^  p  L, 
y':=  m'X-^,- n'Y -h  p'Z, 
3=m"X  + Ai"Y+/j"Z. 
Si  nous  posons 

M  (a)=  m  -I-  m'a  +  m"a-,  M  (|3)  =  '«  +  '«'(3  +  m"^-,  M  [y]~in  -4-  m'y  -+-  m"y-, 
N(a)=  n  +  n'en,  -t-  n"a-,  N(j3)=  n  -h  n' p  -+-  «"(3-,  ^[y]=  «  +  «'y  ^  «""/", 
P(a)=/^H-/>'a-T-/^"a-,        P(p)=/>-f-/7'(3  +  //'(S-,       V[y]^p  -^  p'y+p"y^, 

la  forme/deviendra,  parla  substitution  précédente, 

F=[XM(«)  +  YN(a)  +  ZP(a)]- 

-A[XM((3)  +  YN([3)  +  ZP(P)]-^-.  B[XM(7)^-YN(y)+ZP(y)]^ 

Faisons  maintenant 

31L=[M[a)]^^-A[M(p)p+B[M(y)]S 
3-b  =  [N(a)p-f  A[N(;3)]^+B[N(y]]S 
Ç=[P(«)]-^+A[P((3)P+B[P(y)]-^. 

On  peut  toujours,  en  permutant  au  besoin  les  lettres  X,  Y,  Z,  sup- 
poser 

.oii  <  ùx,  <  «r. 


Comme  le  produit  DV.3VX'  resle  toujours  inférieur  ;ui  double  du  déter- 
minant D,  on  aura 

et  par  conséqucDl 

3lL2,)b<'2ABH^ 
01>.-fr<2ABH-. 

()•>     De  là  résulteul  kvs  propriétés  suivantes. 
D'abord  b'  produit 

•^ui  est  toujours  inférieur  à  son   maximum  f^j  >  l'ouruil   h»  lehilion 
suivante, 

AB[M  ..iM  piM(/l]^<^^, 

c'est-à-dire 

Ain^i  le  nombre  erilier 

ll^.M^    M   p   .M   •/ 

est  limité,  quels  que  soient  d';iilleurs  A  et  B. 
(Considérons  inainteuanl  les  deux  ex})ressions 

qui  sont  deux  polynômes  entiers  par  lappoi  t  à  a,  de  la  forme  suivante  : 

<!>( a;  =  0-1-  a?'  -t-  a-'f",     M';  3()  =  'J/  +  ai];'-+-  a;-'|'. 

Je  vais  démontrer  que  les  coeflicienls  entiers  9,0',  ip",  ({/,  6'.  6"  de 
ces  deux  polynômes  sont  limités. 

En  ell'et,  par  la  détinition  de  K-,  on  a 

[S  Xr<y^- 
On  a  en  outre,  par  la  détinition  de  011, 
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et  par  conséquent 

AB[.M([3)M(y]^<i01t^. 

On  aura  donc 

AB[Ni»>I(,3)M(-/  ]^<|.5rt2X. 

D'ailleurs,  on  a  vu  (|ue 
d'où  l'on  conclura 

V2 

On  aurait  évidemment  de  même 

l';=c)M(S)M,7    <  "_• 
y''.. 

Ainsi,  ([uels  (|iic  soient  A  et  H,  les  polynômes  en  v. 

i -i- x}' +  a-= 'y 

sont  toujours,  en  valeur  absolue,  inférieurs  à  — =• 

63.  Considérons  maintenant  l'expression 

.l.([i,  =  N(?)M[y)M(^. 

Des  relations 

A[N((3)j-'<:)-^, 

B[M(a)M(y)]-<i3K- 

on  conclut 

AB  [N  (S)  M  (y)iM(«)p<  \  Oit- Je-, 

et  la  limite  trouvée  plus  haut  pour  Olt^X  fournit  la  relalio  i 

N(;i)Mr/)Mi:a,<y.. 

On  trouverait  évidemment  de  même 


■;/}  !..    CHAUVE. 

Ainsi  les  trois  polvnoines  '!>(«),  <î>(,'3},  <î>(7)  sont  inférieurs  à  — rr  en 
vnleur  absolue;  on  peut  donc,  en  désignant  par  s,  s,,  £„  des  quantités 
comprises  entre  -i =  et =>  écrire  les  trois  relations  suivantes  : 

9  +  «9'  -f  a-  9"  =  £  H, 

9  -(  (39'  -h  j3-  9"  =  £  I  H, 
9  4- 79'-+- 7-9"=  £2  H. 

On  en  déduit,  pour  les  nombres  entiers  ip,  9',  9",  des  expressions 
sous  forme  de  fractions  dont  les  numérateurs  sont  évidemment  liais  et 
dont  le  dénominateur  commun  est  le  déterminant 

'    y  y- 

qui  e-4  égal  au  produit  des  diiférences  des  racines  et  (jui  est,  par  consé- 
quent, dilTérentde  zéro. 

Les  nombres  (f,  f',  cp"  sont  donc  limités,  et  il  en  est  évidemment  de 
même  des  nombres  entiers  ^,  i]>',  -V'. 


Cela  posé,  faisons 


F 


M=(a;|  M((3)  M((3)J  M-(a)L  M{y]         M 


qu  on  i)eut  écrire  ainsi  : 


Si  l'on  donne  à  A  et  B  toutes  les  valeurs  possibles  de  o  à  x  ,  on  ne 
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peut  trouver  qu'un  nombre  fini  de  combinaisons  pour  les  nombres 
entiers  il,  a,  f',  q'',  i\i,  tl>',  (|>",  de  sorte  que  les  formes  .f  relatives  a  toutes 
les  valeurs  positives  de  A  et  B  ne  peuvent  présenter,  quelles  que  soient 
ces  valeurs,  qu'un  nombre  fini  de  polynômes  <ï>  et  ¥,  et  par  suite  qu'un 
nombre  fini  de  combinaisons  de  ces  polynômes  et  du  nombre  Q. 

Il  existe  donc  certainement  deux  systèmes  de  valeurs  pour  A  et  B 
dans  lesquels  les  deux  valeurs  de  A  et  les  deux  valeurs  de  B  ont  une 
différence  aussi  grande  que  l'on  voudra,  et  tels  que  les  formes  ^  cor- 
respondantes contiennent  le  même  nombre  entier  0  et  les  mêmes  poly- 
nômes <ï>  et  ^',  mais  non  pas  le  même  polynôme  M,  car  on  doit  avoir 

^K^<2ABH^ 

c'est-à-dire 

[M^»  --  A  JP;p;  +  BM^>)]^<  2ABH^ 

et  cette  inégalité  ne  saurait  avoir  lieu  pour  deux  systèmes  de  valeurs 
de  A  et  B  dans  lesquels  les  deux  valeurs  de  A  et  les  deux  valeurs  de  B 
auraient  une  différence  sufïisamment  grande. 

Donc  il  y  aura  deux  systèmes  de  valeurs  de  A  et  B  auxquels  cor- 
respondront deux  formes  #,-  et  J'y  contenant  le  même  nombre  Ù  et  les 
mêmes  polynômes  $  et  W,  mais  contenant  des  polynômes  ^]  différents 
et  des  systèmes  différents  de  valeurs  de  A  et  B;  nous  écrirons  ces- 
formes  ainsi,  en  affectant  d'indices  les  quantités  qui  varient  d'une 
forme  à  l'autre  : 


'(«) 


Introduisons  dans  j",  une  quatrième  variable  T,  et  cberchons  la 
réduite  équivalente  à  .f,  pour  des  valeurs  données  R  et  S  de  A,  et  B,.  On 
obtiendra  ainsi  une  certaine  forme  9,  dont  les  coefficients  g,  h,  k,  /.  w,  r 


7> 

sont  (le  l:\  forme 


.   M? (S)         „  M; (y) 
M7(ai  M/ (a) 


Inlroduisons  de  inêiiie  une  quahième  variable  T  dans  F^,  puis  fai- 
sons dans  F^  la  substitution  qui  a  transfoi'mé  '',  en  ç,:  on  déduira  ainsi 
de  êj  une  forme  o,-  dont  les  coeirieienls  seront  de  la  forme 


M}(yl 


les  quantités  X,  a,  y  ayant  identiciucment  les  mêmes  valeurs  que  dans 
la  forme  ç;,. 

Donc,  si  ç,-  est  réduit  lorsque  A,  et  B,  sont  respectivement  égaux  à  R 
et  S,  Oj  sera  évidemment  réduit  lorsque  Ay  et  By  auront  les  valeurs  dé- 
finies par  les  équations  suivantes  : 

M5   3'_     M7(?  M}(y)__     M7i:y' 

Mais  y,  sera  réduit  non  seulement  lorsque  A,-  et  B,  seront  égaux  à  R 
et  S,  mais  généralement  lorsque  A,  et  B,  resteront  compris  entre  cer- 
taines limites  qu'on  peut  définir  par  des  inégalités  de  la  forme 
6(A,-,B,;>o, 

OÙ  6(A,,  B,)  désigne  une  fonction  de  A,  et  B,. 

On  voit  immédiatement  que  Oj  sera  de  même  réduit  lorsque  Ay  et  By 
seront  compris  entre  certaines  limites  définies  ])ar  des  inégalités  cor- 
respondantes : 

r     M5(^M^a;        Mj!y)M^(a|l 
l^^Mf(«)M?((3)'     ^M}(a)M7(y;_r     ' 

Mais,  les  formes  ç,  et  (py  n'étant  pas  équivalentes,  nous  les  rempla- 
cerons par  les  formes  Mj(a)ç3,  et  M'(a)9y,qui  sont  évidemment  réduites 
lorsqueç/et  G^esont,  et  qui,  étant  l'une  et  l'autre  équivalentes  à/,  sont 
équivalentes  entre  elles.  Cbangeant  alors  le  sens  des  lettres  ç,  etfy,  je 
désignerai  les  nouvelles  formes  M-'(a)y,  et  ^\-j[a.)^j  simplement  par  9,- 

Cela  posé,  si  A,  et  B,  varient  de  façon  (]ue  ç,  cesse  d'élre  réduit,  et 
qu'on  transforme  la  tonne  9,  en  une  forme  l'éduile  équivalente  9,+,,  la 
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même  subslitulion  transformera  çy  en  une  forme  équivalente  îpy^,,  ré- 
duite pour  des  valeurs  de  A,  et  By  liées  aux  nouvelles  valeurs  de  A,  et  B, 
par  les  eonditions  indiquées  plus  haut 

Si,  continuant  à  faire  varier  A,  et  B,-,  et  cliercliant  cluujne  fois  la  forme 
réduite  correspondante  ainsi  que  la  forme  qu'on  déduit  de  Oj  par  la 
même  substitution,  si,  dis-je,  on  amène  après  A  opérations,  d'une  ma- 
nière continue.  A,  à  devenir  égal  à  Ay  et  B,  à  By,  la  forme  ç,+/,  sera 
identique  à  yy;  puis,  faisant  varier  convenablement  A,  et  B,,  la  forme 
fi+h+t  sera  identique  à  'jy+,,  et  ainsi  de  suite.  IMais  en  même  temps  cor- 
respondront à  0,+;,  et  9/w,+i.  c'est-à-dire  à  oj,  oy^,,  . . .,  des  formes  Oj+^y 

Oj+h+K se  déduisant  les  unes  des  autres  par  les  substitutions  déjà 

employées,  et  qui  se  reproduiront  à  l'infini  périodiquement. 

Et  de  même,  marchant  en  sens  inverse  et  revenant  de  o^  à  9,,  on 
aura  des  formes  ç)y__,,  y^.o.  .  •  -,  c'est-à-dire ç,^,,^,,  '^i^u-i'  ■  ■  •»  auxquelles 

correspondront  dès  formes --3,_,,  '^/_2 pour  lesquelles  on  verra  se 

reproduire  la  même  période  de  substitution. 

Mais  il  y  a  ici  une  différence  avec  le  cas  des  équations  du  troisième 
degré  qui  n'ont  qu'une  racine  réelle  :  c'est  qu'en  faisant  varier  A,  et  B, 
j)n  peut  se  dispenser  de  passer  par  les  valeurs  primitives  de  A,clB,. 
Alors  on  verrait  apparaître  une  nouvelle  période  de  substiUilions. 
comme  on  le  montrera  au  n°68. 

Remarquons  enfin  que  pour  faire  le  calcul  il  est  inutile  de  passer  par 
les  formes  intermédiaires  i  et  qu'en  réduisant  indéfiniment  la  forme  /' 
on  est  assuré  de  trouver  deux  formes  réduites  correspondantes  (pielOj. 

65.  On  pourra  procéder  plus  symétriquement  en  remarquant  qu'une 
forme  ne  cesse  pas  d'être  réduite  si  l'on  multiplie  tous  ses  coefficients 
par  un  même  nombre. 

Si  donc  nous  prenons  la  forme/de  la  manière  suivante, 

/=  A(.r-4-  a_T4-  x-z'.--^'B{x  +  3 7+  ,5-31-+  C[x  -i-yr-h  v-;l-, 
nous  pourrons,  au  lieu  de  la  forme  i,  considérer  la  forme  suivante, 

AM.(„)[x^îiflv.."t>;izJ' 


et  alors,  si  A,,  B,,  C,  désignent  des  valeurs  de  A,  B,  C  pour  lesquelles  la 
forme  o,  est  réduite,  les  valeurs  Aj,  By,  Cy  correspondant  dans  tpj  à  A,, 
B,,  C,  seront  fournies  par  les  relations  suivantes, 

AiMJ{a)=AjM-j[a),     B,-MF(P)  =  ByM5-(p],     QM^yl  =  CyMJfy), 

on,  plus  simplement,  appelant  Ao,  Bo,  Co  les  quantités 

A/Mfla),  B,-Mf(|i).  C,-Mf(-/1 

relatives  à  la  forme  initiale,  on  voit  qu'on  passera  de  la  forme  9,  à  la 
forme  s,  en  clianiceant  A„,  B„.  C„  en 

\,},l)a\   BjUji^),  CjWjiy', 

et  que,  si  çj,  est  réduit  quand  on  fait  A,  B,  C  égaux  respectivement  à  Ao, 
B„,  C„,  'yi  sera  réduit  quand  A,  B,  C  sont  respectivement  égaux  à 

Ao  B„  Co 

Aij;5ci'   Mj[p'   AJy'.y;' 

66.  On  peut  rendre  cette  théorie  plus  claire  par  des  considérations 
géométriques. 

Je  prendrai  d'abord  l'expression  /sous  sa  première  forme, 

f—  [x  -^  xy\-  (x.-z]--\- k[x  -+-  (Sj-f-  !p-z)-+'R[x  +  yj'-i-  '/"^z)-, 

et  je  supposerai  qu'après  avoir  remplacé  .r,  y,  z  par  x  ~  t,  y—t, 
z  —  t  on  cherche  la  réduite  équivalente  à  /  pour  des  valeurs  données 
de  A  et  de  B. 

On  aura  alors  une  forme  qu'on  i)eut  écrire 

—  g[y  —  s)-—  /'(s  —  x)-  —  l{[x  —  y)-—  l{x  —  l]-~  m{y  —  t]-—  n[z  —  (]-, 

dans  laquelle  g,h,,k,  l,  m,  n  sont  des  fonctions  linéaires  de  A  et  de  B. 
Si  l'on  regarde  A  et  B  comme  des  coordonnées  courantes  par  rapport 
à  deux  axes  tracés  dans  un  plan,  les  équations 

pi  =-  O,      /l  =z  o,      h  ~=  O,      /  ;=  o,      m  =  0,      /l  ^  o 

représenteront  six  droites  de  ce  plan,  et  les  inégalités 
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qui  sont  les  conditions  pour  que  la  forme  soit  réduite,  indiqueront  que 
le  point  de  coordonnées  (A,  B)  doit  être  d'un  certain  côté  par  rapport 
à  chacune  de  ces  droites. 

Ces  six  droites  détermineront  généralement  un  hexagone,  à  l'intérieur 
duquel  devra  se  trouver  le  point  (A,B). 

Il  pourra  arriver,  d'ailleurs,  que  cet  hexagone  se  réduise  h  un  poly- 
gone d'un  moindre  nombre  de  côtés.  Tel  serait,  en  particulier,  le  cas 
où,  les  six  droites  formant  deux  triangles  PQR, /)^r(y?^.  i)  intérieurs 


l'un  à  l'autre,  le  point  (A, B)  devrait  restera  l'intérieur  du  petit  triangle; 
alors  il  serait  inutile  de  faire  intervenir  le  triangle  extérieur  PQR. 

67.  Mais  restons  dans   le  cas  général.  Supposons  donc  que  nous 
ayons  une  forme  #o  réduite  quand  (A,  B)  reste  à  l'intérieur  de  l'hexagone 


PQRSTU  {fig.  2),  dont  les  côtés  PQ,  QR,  RS,  ST,  TU,  UP  ont  respecli 
ment  pour  équations 

g  =  o,     /;  ==  o,     /.=o,     1  =  0,     /«  —  o,     7t  =  o. 


Supposons  que  le  point  (A,  B)  vienne  à  traverser  un  côté,  par  exemple 
le  côté  PQ;  alors  le  coefficient  g  changera  de  signe  et  la  forme  ,f„  ces- 
sera d'être  réduite. 

Si  l'on  cherche  la  forme  St  qui  est  réduite  lorsque  le  point  (A,  B)  reste 
très  voisin  de  PQ  extérieurement  a  l'hexagone,  on  trouvera  que  cette 


forme  est  réduite  lorsque  le  point  (A,  B)  reste  à  l'intérieur  d'un  nouvel 
hexagone  dont  PQ  est  l'un  des  côtés. 

Soit  PQR,S,T,U,  ce  nouvel  liexagone. 

Si  le  point  (A,  B)  sort  de  ce  nouvel  hexagone  en  traversant  par  exemple 
le  côté  S,T,  {fig.  3),  la  forme  "f,  cessera  d'être  réduite  el  l'on  traversera 


une  forme  Jj  qui  est  rétiuitc  lorsque  le  point  (A,  W)  est  très  voisin  de 
S,T,,  mais  en  dehors  de  l'hexagone  PQR,S,T,U,. 

Cette  forme  i.,  sera  réduite  à  l'intérieur  d'un  nouvel  hexagone 
T,S,R,Q,P,U,. 

On  aura  ensuite  un  quatrième  hexagone,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce 
qu'on  arrive  à  une  forme  i,  que  l'on  déduise  de  J^  P^"'  't;  simple 
changement  de  A  el  B. 

Alors  l'hexagone  relatif  à  la  forme  J,  se  déduira  immédiatement  de 
l'hexagone  relatif  à  la  forme  îr„,  et,  si  l'on  applique  à  i,  périodique- 
ment et  successivement  les  substitutions  qui  ont  conduit  de  .f„  ii  cf,,  on 
obtiendra  une  suite  d'hexagones  qui  se  déduisent  périodiquement  les 
uns  des  autres,  et  cette  série  d'hexagones  s'étendra  indéfiniment  dans 
les  deux  sens  à  partir  de  #<,,  si  l'on  applique  aussi  à  f*^  périodiquement 
et  successivement  les  substitutions  qui  ramèneraient  de  f\  à  f\,. 

68.  On  voit,  de  plus,  qu'on  ne  formera  ainsi  qu'une  chaîne  d'hexa- 
gones el  non  pas  un  réseau  couvrant  entièrement  le  plan.  On  pourra 
prendre  en  dehors  de  celte  chaîne  des  points  (A,  B)  pour  lesquels 
n'existe  aucune  forme  correspondanle  réduite  dans  la  série  précédente. 
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si  donc,  dans  le  polygone  relalil'  à  J,,,  nous  partons  d'un  côté  n'ap- 
partenant pas  à  la  cliaine  précédente,  nous  traçons  une  ligne  indéfinie 
qui  ne  rencontre  pas  cette  chaîne,  et,  si  l'on  suppose  que  le  point  AB  se 
meuve  sur  cette  ligne,  on  obtiendra  une  nouvelle  suite  de  formes  ré- 
duites déduites  les  unes  des  autres  au  moyen  de  substitutions  qui  fini- 
ront par  se  reproduire  périodiquement. 

On  aura  donc  une  nouvelle  cbainc  d'iiexagones  se  déduisant  les  uns 
des  autres  comme  les  précédents. 

On  voit  que  le  calcul  de  réduction  engendre  ici  une  doubli'  périodi- 
cité. De  chaque  hexagone  partiront  ainsi  deux  chaînes  indétinics  (jui 
se  croisent  sur  cet  hexagone.  (Icllc  double  série  de  chaînes  couvrira 
ainsi  le  plan  d'un  réseau;  cependant  ce  réseau  peut  présenter  des 
lacunes,  qu'il  faudra  remplir  par  des  formes  convenables.  Le  deuxième 
et  le  troisième  des  exemples  qui  suivent  feront  bien  com|)rcnilre  cette 
singularité. 

Pour  construire  tous  les  polygones  qui  couvrent  le  plan  et  servent 
de  limite  aux  valeurs  de  A  et  de  B  pour  lesquelles  une  forme  est  réduite, 
il  suffira,  comme  on  le  verra  clairement  par  les  exemples  qui  suivent, 
d'avoir  construit  autour  du  polygone  relatif  à  la  forme  initiale  5^^  un 
certain  nombre  de  polygones  formant  les  éléments  du  réseau  qui  couvre 
le  plan.  Tous  les  autres  polygones  se  déduiront  des  précédents  en  chan- 
geant les  valeurs  A  et  B  des  coordonnées  des  sommets,  soit  pour  une 
première  série  en 

Ah-  ei  BA-, 

A  et  X:  désignant  les  iiuilliplicateuis  de  A  et  B,  soil  pour  une  seconde 
série  en 

A/c  ei  B/,'. 

Les  multiplicateurs  h  et  /c  sont  supposes  provenir  de  la  première 
chaîne;  si  h'  et  k'  désignent  ceux  de  la  seconde  chaîne,  le  changement 
général  consistera  à  remplacer  A  et  B  par 

\/f'i'/,'^r'  et  Bh-'i>l.-'i''. 

Les  coordonnées  des  sommets  vont  ainsi  en  variant  en  progression 
géométrique;  elles  croissent  ou  décroissent,  par  conséquent,  très  rapi- 
dement. 


Dans  la  [)rati(]iie,  la  coiistiiiclioii  des  j)olygones  limitatifs  dcvieiil 
ainsi  rapiileinenl  impossible. 

69.  On  olnicMuliait  un  résiillat  un  peu  meilleur  en  considérant  des 
l'iuines  avec  trois  arbitraires  iiomogènes, 

A   ,r       :.v^-:.-z  ^       1?   x       3  r --  3^  r  .  +  {-^^  _  y ,. -4- y^s  ^ 

et  [)reiiaiU  j)our  A,  B,  C  les  cooidonriécs  trilatères  d'un  jjoiiit  :  mais  les 
divers  polygones  limitatifs  deviennent  encore  rapidement  trop  petits 
ou  trop  grands,  car  les  coordonnées  des  sommets  croissent  encore  en 
progi'cssion  géoméirique. 

70.  On  peut  ccpcndanl  échappera  celle  dilticulté  de  la  manière  sui- 
vante. 

Soient  i  l'indice  aut|uel  se  termine  la  première  période  de  substitu- 
tions sur  l'une  des  cliaines  de  polygones  et  {"l'indice  auquel  se  termine  la 
première  période  de  substitutions  sur  la  deuxième  cliaine  de  polygones. 

Snp|io><ins  (|ue.  lorsqu'on  passe  de  F„  à  F,  et  de  F„  à  F,-,  les  mulli- 
plicaleurs  de  A,  B.  C  soient  respectivement  égaux  à 


oit  c  désigne  la  base  des  logarithmes  népériens  uu  plulùl  la  b 
système  de  logarithmes  (iuelcon(iues. 
Nous  poserons 

A  ^  e""  •"'•■,     B  =  e*«  -*'••,     C  =  e"---^"''-, 

et  nous  regarderons  M  et  t' comme  des  coordonnées  courantes. 
On  voit  alors  que  multiplier  A,  B,  C  respeelivemenl  par 


revient  à  changer  u  en  u  -i-  i ,  et  de  même  le  changement  de  c  en  c  +  r 
revient  à  la  multiplication  de  A,  B,  C  respectivement  par 
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Si  l'on  considère  u  et  v  comme  des  coordonnées  courantes,  aux 
droites  qui  limitaient  précédemment  les  valeurs  de  A.  B,  C  correspon- 
dront maintenant  des  courbes,  et  l'on  voit  que,  si  l'on  partage  le  plan 
des  coordonnées  «,  cen  carrés  dont  les  côtés  soient  égaux  à  l'unité,  et 
si  l'on  construit  les  courbes  limitatives  qui  se  trouvent  à  l'intérieur  de 
l'un  de  ces  carrés,  ces  courbes  dessineront  h  l'intérieur  de  ce  carré  une 
certaine  figure  qui  se  reproduira  identiquement  dans  tous  les  carrés 
suivants. 

L'inconvénient  de  cette  représentation  est  d'exiger  la  construction 
de  courbes  assez  compliquées;  mais,  si  l'on  n'emploie  la  construction 
géométrique  que  pour  étudier  la  succession  des  formes,  on  pourra  pro- 
céder ainsi  :  on  cbercliera  exactement  les  sommets  des  polygones  cur- 
vilignes que  donne  la  méthode  dont  nous  nous  occupons,  et  il  suffira  de 
tracer  grossièrement  les  côtés  curvilignes  de  ces  polygones;  on  pourra 
même  remplacer  ces  côtés  par  des  lignes  droites. 

71.  Enfin,  on  peut  se  dispenser  de  tonte  conslrnclion  géométrique 
parle  procédé  suivant. 

Nous  appellerons  /?^r/n«  conliguës  par  un  côté  des  formes  dont  les 
polygones  limitatifs  ont  un  côté  commun;  des  formes  contigucs  par  un 
sommet  seront  deux  formes  dont  les  polygones  limitatifs  ont  un  sommel 
commun. 

Nous  représenterons  une  forme  par  un  point,  et  nous  joindrons  ce 
point  par  des  lignes  droites  aux  points  correspondants  à  des  formes 
conliguës  par  un  côté  a  la  forme  que  représente  ce  point. 

Les  droites  ainsi  tracées  formeront  des  polygones  dans  le  plan  où 
elles  seront  menées;  les  sommets  d'un  même  polygone  correspondront 
à  des  formes  contiguës  par  un  sommet. 

Ainsi,  dans  la  représentation  suivante  {Jig.  4),  la  forme  /„  est  contiguë 
par  un  coteaux  formes/, ,/,,/,;  comme  elle  n'est  contiguë  par  un  côté 
à  aucune  autre  forme,  on  voit  que,  dans  la  représentation  géométrique, 
elle  serait  limitée  par  un  triangle. 

Cette  forme/o  est  contiguë  par  un  sommet  aux  formes/,,/,/,,  par 
un  autre  sommet  aux  formes/,,/.,/,/;,/,  et  par  son  troisième  sommet 
aux  formes/.. /j,/,/. 

Ainsi,  autour  d'un  des  sommets  sont  les  quatre  formes/,/ ,/,/, 


«4  .  I,.     aiAKVK. 

aiiloiirdii  ilciixième  sommet,  les  six  formes/,, /;,,/,. /;,,  /;,,/;. 
aiilotir  ilii  lioisième sommet  les  cinq  formes/o,  /!,/,, /,. 


Ml  fit 


On  voit  aussi  (iiic  les  rdi'iiics/j  et/.,  sont  coiiligiii's  |»ai'  un  rnii 
/j  par  un  soriunel,  clc. 


72.  Avant  de  passer  aux  exemples,  nous  remar(|tierons  (pie 
lie  considérer  la  forme 


(  X  +  y.y  -1-  X-  3  ':  -  +  A  (  *•  +  |3  )• 
on  peut  prendre  nne  forme 


U[x-hyr  +  y^z]^ 


->-  A  [x 9 1  p,  y,  x]  +  y  'h ,  .5,  y,  =(;  +  ::/:  p,  y,  'j.)\^ 

et  l'du  arriverait  sur  eetic  dernière  forme  aux  mêmes  conchisioi 
sur  la  premii're;  le  seul  cliangemenl  à  introduire  eonsislerail  à  pi 
|)Our  délermiuant  Dde  la  forme  considérée  l'expression  suivante 


9(a,  (3,7!     i|/[;«,  (3,  y)     yj>,  p,y: 
9(p,y,«l    ■|i;p,y,«)    7.(;3.7.«:' 

9''7-«.  P'     'i-i'y,  5t,  ri     xfy.z,  [5) 


que 


rS.  J'étudierai  d'ahoi'd  les  racines  de  reiiualioii 
x^  -¥■  X-—  2,r  —  I  =  o. 


niinucTiox  des  formes  oiadhatioies  ternaires  positives,  etc.  8: 

qu'on  déduit  de  l'équalion 

en  supprimant  la  racine  :;=  i  et  posania-  =  z  +  ^^ 

Soient  a,  p,  7  les  trois  racines  de  celte  équation,  lesquelles  sont  ap- 
proximativement 

cc=        r,247, 
,3  =  -0.445, 

et  entre  lesquelles  existent  les  relations  suivantes 

py-^yy.-^xZ  =  -?., 

<-■/  =      '  • 

3-/  =  2  -i-  [3,     yx  =  3  -+-  7,     x3  =  y  +  y., 
a-  =  2  +  3,      3-  =  2  -1-  7,      7-  =r  2  +  X. 

74.  Je  considère  la  foi'Uie 

XX  -h  3j -h  yz)-  -h  A (  j3.r  -+-  yr  -h  xz]-  -i- B{yx  -h-  xy  -+-  ,3 c  )-, 

dans  laquelle  A  et  B  sont  des  arbitraires. 

Si  je  remplace  a-,  y,  z  respectivement  par  .r  —  /.  r  —  t,  z  ~  i,  celli 
forme  peut  s'écrire  ainsi  : 

—  [a  +  ,3  4-  A  3  +  7-1-  B  7  +  a:  ]  ;)■—  s] -—  [3  4-7  -+-  ky  -^x+Wx  +  ;3']  [z  —  .r '^ 
—  [7  +  2  -i-.\  ;3!-i- (3-1- B  3-1-7  ]  x—y-—[x  +  KZ-^\\y]',x~l)- 
-[,3-hA7-i-Ba]7--  /  -^  -  7 -)- A  2î -1-  !i3     =  —  r-. 

Je  désigne  cette  forme  par  \\,. 

Cette  forme  est  réduite  si  les  six  inégalités  suivantes  sont  vérifiées  ; 

a-4-^-T-A;|3-f-7^-f-B;7  +  z;  <o, 
(3-1-7-1-  A  7  -I-  x':  +  B  y.  -(-  3  '  <  o, 
y  -h  '/  -!-  A   x-h  y  -i-  B  3  -i-  7    ■<  '), 

a+  A;3  -h  B7  <o, 

,3-+-  A7  -l-Ba:<o. 

7  -^  As(  -H  B|3  •<(). 
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Si  l'on  égale  à  zéro  les  premiers  membres  de  ces  six  inégalités,  et  si 
l'on  regarde  A  et  B  comme  des  coordonnées  courantes,  on  aura  ainsi 
les  équations  de  six  droites. 

Ces  six  droites  forment  deux  triangles  dont  l'un,  à  savoir  celui  formé 
par  les  trois  dernières,  est  inscrit  dans  l'autre,  formé  par  les  trois  pre- 
mières. 

Et  l'on  trouve  ipie  la  forme  F„  ' Jîg.  j)  est  réduite  si  le  point  de  coor- 


données (  A,  B)  est  à  l'intérieur  du  triangle  PQR  formé  par  les  trois  der- 
nières droites,  c'est-à-dire  par  les  droites  dont  les  équations  sont 

P+A-/-t-Ba  =  o     (RP), 
y— Aa-i-B,3  =o     [PQ\ 

Je  dirai,  pour  simplifier  le  langage,  que  la  forme  F„  est  réduite  à 
l'intérieur  du  triangle  PQR. 

75.  Si  le  point  (.\.  H  :  traverse  l'un  des  côtés  de  ce  triangle,  la  forme 
cesse  d'être  réduite. 

Supposons  qu'il  traverse  le  cole  PQ:  alors  le  coefficicnl  de  z  —  /  ■ 
devenant  négatif,  je  fais  la  suhstilution 


r=r 
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qui  nous  donne  la  forme  F,  : 

(y  +- Aa:-T-B(3)(j—  3)2-  [a  +  (S-r-y  +A(|3-h7H-a)  H- B  iy  +  a  +  (3i]  (2 -x  ^ 

—  [y  +  a  +  A(a+  ;3;  +  B(i3  +  y)][x-x)^-yx  +  A,3  +  By)  [x  -  t-^ 
^  [p  +  y  +  A(y  ^  a;  +  B(a  +  [3)]  (r  -  /  j^ 

—  [,3^2y-^A:y  -^7.x'  ^Bly.  +  2,3}]  [z  —  ff. 

Cette  forme  est  réduite  si 

y-A^.-Bri>o, 

=(  -,-  ^  ^-  y  +  A  ;  ^  ^  y  -;-  a  I  +  B  y-  x-}   <  o. 
y+a  +  A(«-i-[3)-,-B(;3  +  yl<o, 
=.-r  Ap-t-By<o, 

■3-y+A(y  +  a)  +  B(a+3;<o, 
,3-^  2y  +  A(yH-2a)  +  B(a-t-?.31<o, 

et  il  est  facile  de  voir  que  ces  inégalités  sont  vérifiées  si  le  point  (  A,  B) 
reste  à  l'intérieur  du  triangle  PQS,  dont  les  trois  côtés  ont  pour  équa- 
tions 

y  ^A^^   B,3^o       l'Q  , 

y  ^  3:-f-A(a:-i-|3) -(-B(j3 +y  )  =0     (OS), 
i3-^  ay +A(y  +  2a)  +'B(a  +  3,3)  =0     (PS). 

La  forme  F,  est  réduite  à  l'intérieur  du  triangle  PQS. 

7G.  Si  le  point  (A,  13)  traverse  la  droite  PS,  la  forme  F,  cesse  d'être 
réduite,  car  le  coefticient  de  (:;  —  t'f  devient  négatif;  nous  ferons  alors 
la  substitution 

X  =^  —  X  '-  y, 

r=r-t, 

z^—x-hy+z  —  t, 
qui  fournit  la  forme  F.,  : 

[,3  +  2y+A(y  +  2a)+B(a-^2|3)](j-2)2-[P  +  y+A(y  +  a)+B(a-i-i3)](2-^)  = 

—  [a  •+-  [3  +  ?.y  +  A((3  ^-  y  -t-  2a)  +  Bfy  +  a  -t-  2(3  )i]  (^-  -  j)^ 
-h[p  +  y-a^A(y+a^^)+B(a  +  (3-y)](^--0^ 

—  [2^4- 3y  +  A(2y  -h  3x    ^  B;  2a  +  3,5)]  (/ —  <)- 

—  [a  4-  23  ^-  3y^  A:,3-T-2y +  3a)-T-B(y  +  2a  +  3p)];:;  -/)-. 
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Cctle  loniic  est  réduile  si 

,3+  ay  +  \  y  -T-  as)  -!-  B(a-H  2j3]>o, 
(3  +  y  -^  A  (y  +  «)  w-  Bi>+  p)<o, 
a  +  ^+2y  4-  A(|3-Hy +  9.5:)  +  Ij;y  +  a  H- a^î)  <  o, 
p  +  y  -  a  +  A;y  +  a  -  ,3)  -H  Iî;3c  -4-  ;3  -  y)  >  o, 
2[3  +  3y-r- A(2y-)-3a;  -i-B(?.a-f-  3û)<o, 
a  +  2,3  +  3y-l- Al  i3  -î-  2y-i-  33c)  +  J$;y  +  2a  -h  3p':  <<>, 

fl  CCS  six  incgalitt'S  sont  vérifiées,  pourvu  que  le  point  ,A,Bj  reste 
à  l'intérieur  du  liiangic  PST,  dont  les  cotés  sont  delinis  jKir  les  trois 
équations  suiv;uites, 


?  -t-  2y  -^  A  ,y  -h  iy.;  -r-  15;^+  i^p)  =  .. 

p -h  y  —  5! -i- A{y  +  !Z  —  (31 -4- B;a  +  (3  —  y  ;  =  o 

2(3  -h  3-^  -r-  A i-y  +  3a;  -4-  B(2a  -H  3,3)  =  o 

et  la  i'oiine  Fn  est  réduile  h  l'intérieur  du  triangle  PST. 


l'S), 
SI  i, 
PT), 


77.  Si  le  point  (A,  B)  traverse  la  droite  PT,  la  forme  F.  cessera  d'être 
réduite,  car  le  coefficient  de  [y  —  t)-  devient  négatif. 
Je  fais  la  snbstilulion 

x=z—  X  -h y, 

X  =  —x^X-+-  z-  -t. 

-  =T  —  .r  -+-  a , 


qui  nie  conduit  à  la  tonne  F^, 

[p4-2y+A(y  +  2a)  +  B(a  +  2p)](;y-2)=: 

-  [«  +  4|3  H-  6y  -h  A'(.S  +  4_y  +  6a)  -h  B(y  +  4a  +  6j3)]  [s  -  x)- 

-  [a-)-(3-t-2y  +  A(j3  +  y-{-2a)  +  B[y  +  a  +  2;3)]  (x  — ;■)- 
+  [2^  +  3y+ A(2y -!- 3a)  +  B(2« -h  3p)]  (JT- /)- 
-[(P+y)+A(y+a)+B(a+i3)](J-0^ 

-  [a-h  3.3  -4-  5y  +  A  ([5  +  3y  H-  Sa)  +  B(y  -h  3  a  4-  5;3)]  (^  -  t)-. 
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et  celte  forme  est  réduite  si  l'on  a 

(3-+-2)/+A(yH-25:)-t-B(a-Hr2|3)>o, 
a -h  4[5  H- 6y  +  A([3 -+- 4y  +  6a)  +  B(y  +  4a -T- 6p)<  o, 
«-j-P  +  2y-+-A(S-f-y-t--2a)-HB(yH-a  +  2j3)<o, 
2(3  +  37  + A(2y +  3a)4-B(2a-^3(5)>o, 
(3+y  +  A(7  +  a;  +  B(a  +  P)<o, 
a+3|3+5y  +  A([3  +  3î/  +  5a)+B(y+  3a  +  5[3)<o. 

Ces  six  inégalités  sont  véritiées  si  le  point  (A,  B)  reste  à  l'intérieur  du 
triangle  PTU,  dont  les  côtés  ont  pour  équations 

2(3+  3y-- A(2-/ +  3a)  +  lî(2a  +  3!3)  =  o     (PT), 

(3  +  -/  +  A(y +  a)-r-B(a  +  (3;  =0     (PU), 

a  +  3(3  +  5y +A((3+  3y  +  5a)  +  B(y  +  3a  +  5,3)  =^0     (TU), 

et  la  forme  F^  est  réduite  à  l'intérieur  du  triangle  PTU. 

78.  D'ailleurs,  la  forme  F3  se  déduit  de  la  forme  Fo  en  multipliant  F„ 
par  (i3  +  y)'-  ou  -^,1  et  changeant  auparavant  A  ei  B  en  A  || — ^  et 

Bt^ — ^5  ou  k.^,et  B  ^5  rfe  sorte  que  l'on  a 

F3=  î[3+  y)-  (ajT  +  Pj  +  ys)-^  A(y  +  a)'-((3x-i-  y/+  ar.  )- 
+  B(a^P)-My^  +  aj+Ps)=. 

A  partir  de  là,  on  peut  donc  reproduire  une  suite  périodique  de 
triangles  à  l'intérieur  desquels  existe  une  forme  correspondante 
réduite,  se  déduisant  d'une  des  trois  formes  Fo,  F,  ou  Fo. 

On  y  arrivera  en  appliquant  à  la  forme  F3  et  aux  formes  suivantes, 
successivement  et  périodiquement,  les  substitutions  qui  conduisent 
deF„  àF,,F2,F3. 

Mais  ces  triangles  ne  formeraient  qu'une  chaîne  continue  dans  le 
plan  et  ne  couvriraient  pas  le  plan  tout  entier;  pour  trouver  le  réseau 
complet,  je  vais  maintenant  tourner  autour  du  j)oint  Q. 
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79.  Je  reprends  la  forme  ¥„,  savoir 

-[a  +  p+A(;3-f--/)+Biy+a)][r-z)^-[PM-y  +  A(7^a)+B(«  +  (3)](2-.r)  = 

-  (P  + Ay-)-  Baj  'j  —  0-—  (y  H- Aa  +  B[3)  [z  —  (]-, 

qui  est  donc  rédiiilo  h  l'intérieur  du  triangle  PQR. 

Si  le  point  (A,  B)  traverse  le  côté  QR  [J/g.  (>),  la  forme  cosse  d'être 


réduite,  puisque  le  coefficient  de  (.r    -  /)'-  est  nciratif;    je  fais  alors  l;i 
sultslilulion 

,r  —  .r  —  r  —  z  -\-  I . 

r=-z+t. 
z  --X  —  z. 


qui  me  fournit  la  forme  F,,, 

la  +  A.3  +  Hy      ■,■  -  z)^  _  [y  +  «  +  A  (a  +  |3) -t- B  ([3  +  y  )]  (z  -  r  j^ 
-^  [y -h  2a  M- A  (5^4- 2(3)  4-B((3  +  9,y)]  (.r  —  >•)  = 

-  ((3  +  Ay  -.  B<  ;x  -  0^-  [a  +  P  -I-  A  (P  +  y '  +  B  (y  +  a)]  [y  -  ty 
--[«-i-PH-A([3-t-yl  +  B;y-Ha)](5  -  t)-. 
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Celle  forme  est  réduite  si 

-/  +  a  —  A  i>  -h  ;3  )  +  B  i  ^  -,-  ■/ ,  <  o, 

y  -H  2  a  +  A  (  a  -r-  2 (3)  -1-  B  ■  ,S  +  2 y )  •<  o, 

^  -H  Ay  -'   Ba  <;  o, 

a  -i-  |3  ^  7  -T-  A  (  3  +  7  -i-  3C }  H-  B  (  a  ^-  ^  -i-  y  )  <:;  o, 

a  -)-  ^  -H  A  (^  +  y;  ^  B  (y  +  a;  <.., 

et  ces  inégalités  sont  vérifiées,  si  le  point  (A,  B)  reste  it  riiilérieur  du 
triangle  QliV,  dont  les  côtés  sont 

3.-   A3^By=ro     ;QR), 

aH-pH-A^^-T-y:  -r-B(y +  aj  =  o     (RV;, 

y^^^_A(^-23;-Bi^-^2y'=o     ^OV,. 

Ainsi  la  l'orme  F.,  est  réduite  à  l'intérieur  du  triangle  Q1{V. 

80.  Si  le  (joint  fA,  B)  traverse  la  droite  QV,  le  cueriicieiit  de  {ju  —  y)- 
devieiit  négatif  ;  alors  je  lais  la  substitution 


z  =  —  X  ^  I, 
qui  me  i'ournit  la  l'orme  F5  : 

[y  +  2a  H- A  (a  ^2^    ^- IJ  (P  +  2y )]  (j—  -)^ 

—  [aa-i-  ;3-:-7  +  A(2;3-r-y +  3:;  -i-B(2y  ^-  a  H-, S,]  [z  —  x]- 
-[7  +  ^-A(a  +  (î)+B(P-^y)](x-y-)^  ^^ 
-4-  [  a  —  S  ^  y  +  A  (  S  —  y  -i-  a ^  -^  B  ( y  —  3;  -f-  5  ) j  ( .r  —  / )- 
-[3a-i-^  +  2y-f- A  ;33^y-2a'  ^  B  (3y -f- a -4- -2^)]  (r  -  t]- 

-  [2yH-3st-H  A(25;-^  -33)  +  B(2;3  + jy;]i>  -  ?)-, 
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Celte  forme  est  réduite  si 

y  +  2^4-A(a-h..ri'+B(P  +  oy)>o. 
■ia-4-(3H-  y  -H  A  (2(3 -f- 7 -Ha)  4-  B  (ay-i-a  -r-  P)  <o, 

7  +  a  +  A(a  +  P)-t-BiP  +  y)<o, 
•        .    «_|3_uy  +  A(P^-y  +  ^)-l-B(y-a4-p)>o, 

;ia  -^-  (3  -h  2y  ^-  A  {3P  4-  y  -!-  25:)  -f-  B  (  3y  +  a  +  2(3)  <  o, 
■.>y  --  3s£-4- A(2a-h3(3)  +  B(2(3  -H3y)  <o, 

et  ces  six  inégalités  sont  vériliées  si  le  point  (A,  B)  reste  à  l'intérieur  du 
triangle  QVW,  dont  les  cotés  ont  pour  équations 

y"-25:-+-A(    a-h2[3'-i-B(    ;3  — 2y)=o     (QV), 

a-  |3  +  y  + A:p-y-ha)-t-B(y-a  +  (3)=o     (VW), 

2y  + 3a  4- A  (2a +3(3)  H- B  (  > (3 -;- 3y)  =  o     (QW). 

Ainsi  F5  est  réduit  à  l'intérieur  du  triangle  QVW. 

81.  Si  le  point  (A,  B)  traverse  le  côté  QW,  le  enefticient  de  (:;  —  /)- 
devient  négatif  et  la  forme  cesse  d'être  réduite. 
Je  fais  alors  la  substitution 

y  =  —  X  -h  X, 

z  -^  —  X  -!-  y  —  2  -t-  /, 

(jui  me  donne  la  forme  Fo, 

-  [2a  +  fi  -h  y  ^-  A  (2P  +  y  +  a)  +  B  (2y  +  a  +  (3)]  [y  -  z]'^ 
+  [y  -+-  2a  +  A  ( a  -4-  2 (3)  H-  B  (  (3  -+-  •>.y )]  [z-xY 

-  [Ga  +  (3  -^  4y  +  A  (G[3  +  y  +  4a)  +  B  (6y  +  a  +  4  P)]  [x  - yY 

-  [5a  H- (3  +  3y  +  A  (5(3  +  y  +  3a)  +  B  (5y  +  a -f- 3(3)]  (^  -  <)^' 
^  [2J,  _^  3a  -1-  A  (2a  -t-  3(3)  +  B  (2(3  +  3y)]  [y  -  /)= 
-[y-a-A(a+p)  +  B((3H-y)](s-0^ 
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et  cette  forme  est  réduite  si 

2-/ ^  3a-i-A  ;2a  —  3,3)^  b;2;3-(-3-/;>o, 

2a-f-P  +  y-T- A(2|3-i-y  -i-aj  -^B(9.y  H-3:-+-  (31  <o, 
7-2^  +  A(a^2;3)^Bi;;3-27:>o, 

fis:  ^  ;3  -  47  -  A  ;r>,3  - -/  --  4=.  -h  b  ;6-/  -•-  a  -;-  4;3;  <  o. 

5j;  -^  3  ^  3y  -4-  A  ;5;3  -^  y  -4-  Sx   -4-  B  ;5y  -f-  a  —  33    •-:  o. 

c'est-à-dire  si  le  point   A,  B)  reste  à  rintérieur  du  triani;le  QVX,  dont 
les  trois  cotés  ont  pour  équations 

•2y -r  Ix -^  A  ;23c  — 3^    -,- B  (2;3  4- 3y    =  o       Q^^'  , 

y  -  a  ^i-  A  ->  -4-  p)  +  B[p  -  y  :  =  o     (QX\ 
5a  -=-  3  --  3y  -f-  A  ;  J.3  -^  y  -^  3a    -  B  ;  jy   ^  ^  -^  33    =  o      ,  WX  , 

et  la  forme  Fg  est  réduite  à  l'intérieur  du  triangle  QWX. 

82.  D'ailleurs,  la  forme  F,;  se  déduit  de  la  forme  F,,  en  Tmd/ipliant  F,, 
par  ['/  -^  a)-  ou  —  ',  après  avoir  changé  préalahlement  A  etV»  jespective- 

ment  en  A^^^^^M-,  et  JS'^-è—^^  ou  k-A  et  B-^- 

ly-f-ar  17^  a;-  a-      ^      p- 

A  partir  de  là  on  peut  donc  reproduire  une  suite  périodique  de 
triangles  à  l'intérieur  desquels  existe  une  forme  correspondante  réduite 
se  déduisant  d'une  des  trois  formes  Fo,  F..,.  F5. 

On  y  arrivera  en  appliquant  à  Fo  et  aux  formes  suivantes,  successi- 
vement et  périodiquement,  les  substitutions  qui  font  passer  de  Fo  à  F.,, 

Fs.Fe. 

On  formera  ainsi  une  deuxième  série  de  triangles  formant  une  chaîne 
continue  dans  le  plan. 

En  combinant  cette  deuxième  série  de  substitutions  avec  la  série  que 
nous  avons  indiquée  |)lus  haut,  on  couvrira,  comme  on  va  le  voir,  le 
plan  d'un  réseau  continu  de  triangles.  Le  .système  élémentaire  de  ce 
réseau  se  composera  donc  des  cinq  triangles  F»,  F,,  F.,  Fj,  F,. 

83.  Si  donc  on  emploie  les  deux  séries  de  substitutions  qui  viennent 
d'être  obtenues,  ainsi  que  les  substitutions  inverses,  c'est-à-dire  celles 


()'J  L.     C.llAliVL. 

qui  perniellent  do  revenir  de  la  forme  F3  à  la  lornic  F,,  ou  de  la  i'oniie 
F„  à  la  forme  primitive  F„,  on  eouvrira  le  plan  d'un  réseau  de  triangles 
(|ne  nous  allons  figui'er;  mais,  pour  rendre  la  figure  plus  elaire,  nous 
(uluptoris  (l'aittrcs  nolations. 

84.  Qu'on  figure  un  carrelage  composé  d'hexagones  cl  (|iie  dans 
chaque  hexagone  on  inscrive  un  triangle  :on  aura  ainsi  à  l'intéiieur  de 
chaque  hexagone  quatre  triangles.  Une  fois  qu'on  a  déterminé  un  de 
ces  systèmes  de  quatre  triangles,  tous  les  autres  s'en  déduisent  ('), 
comme  on  va  le  voir. 

Dans  la  figure  ci-contre,  tous  les  triangles  d'un  même  sysli'me  élé- 
mentaire sont  désignés  par  la  même  lettre,  l'indice  seul  variant. 

Les  triangles  désignés  par  des  lettres  diflêrenles  allectées  du  même 
indice  sont  des  triangles  correspondants,  qu'on  peut  déduire  les  uns 
des  autres. 

Les  triangles  qui  ont  la  même  lettre  accentuée  ou  non  avec  le  même 
indice,  comme  ç»,,  et  9'^,  y,  et  o',,  ...  [fig.  7),  sont  les  triangles  que  je 
nommerai  inverses  l'un  de  l'autre,  c'est-à-dire  (ju'ils  se  déduisent  du 
triangle/,',  ou  du  triangle  /,,  de  même  indice  dans  le  système  initial, 
on  renversant  pour  l'un  les  suhstitutions  employées  pour  l'autre.  En 
d'autres  termes,  /„  se  déduirait  de  (p'„  comme  9,,  se  déduit  de  /,", ;  de 
même,/,  se  déduirait  de  ç',  comme  9,  se  déduit  de/.. 

Les  triangles  désignés  plus  haut  par  F„,  F,,  Fa,  F;,,  F,,  F,,,  F„  sont 
désignés  ici  respectivement  par/,,/,,  9:,,  90-/..  'r'2.  4'"- 

Voici  comment  se  développe  ce  réseau. 

On  a  vu  plus  haut  comment  s'ohtenaient  9»  et  à„  au  moyen  de/,.  On 
vient  de  voir  comment  s'ohtiendraient  9',,  et  6'„,  et  il  est  facile  de  voir 
par  le  calcul  qui  est  plus  haut  comment  les  formes  qui  portent  les 
lettres  9  et  (|<  avec  un  indice  (|ueIconque  se  déduiraient  des  formes  / 
portant  le  même  indice. 

Quant  à  y„  et  )^'|,  ces  deux  formes  sont  inverses  l'une  de  l'autre,  et  i! 
sudit  de  montrer  comment  s'ohtient  l'une  d'elles. 


Do  surli:  que  les  cin(|  furincs  élémcnlaircs  Fo,  Fi,  l'i,  F,.,,  F5  peuvent  être  réduites  à 
",  et,  cil  ttlct,  l'"r,  (;l  V-i  sont  deux  formes  correspondantes  qui  se  déduisent  [l'une  de 
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Si  l'on  applique  à  Ço  les  substitutions  qui  de/o  conduisent  a  <!^„,  cela 
reviendra  à  multiplier  o„  par  (y  -i-  a)-  ou/o  par  (j3  +  y)- (7  -1-  a)-.  On 
obtiendra  donc  un  triangle  qu'on  déduira  de  Ço  en  passant  par  la  forme  O3 
et  une  forme/'.,;  on  est  ainsi  conduit  au  triangle  désigné  par/„.  Le 
triangle  inverse /„  se  déduira  de/„  en  mullipliant/o  par  ,_  _  -  .  _^  ,  ■  ' 
c'est-à-dire  par  (a  —  fi)-,  et  l'on  voit  ainsi  que  y^a  est  l'analogue  de  9,, 
et  |o  par  rapporta/;,.  Je  n'insiste  pas  sur  la  manière  dont  les  formes/,, 
Yj,,  Xs  et  les  formes  /', .  /.,,  /^  se  déduiraient  de/,,  /.,/,;  cette  déduc- 
tion est  évidente. 


On  voit  bien  maintenant  (>ommpnt  on  développeroil  le  réseau  indé- 
finiment dans  le  plan. 

Je  dois  faire  remarquer  que  la  figure  précédente  est  très  déformée: 
les  hexagones  qui  sont  à  gauche  devraient  être  beaucoup  plus  petits, 
ceux  de  droite  beaucoup  plus  grands.  Ainsi,  pour  Ço-  'es  coor^^lonnées 
des  sommets  se  déduiraient  des  coordonnées  relatives  aux  sommets 
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(le  /„  cMi  iiuiltiplianl  les  abscisses  par  -  - — ^~  =  L 


20  environ   et 


les  ordonnées  par- ';-^^^-^  =  ^  =  r)  environ,  et,  pour  y',,,  il  faudrait 

multiplier  par  —  et  -■,  de  sorte  que  les  coordonnées  relatives  à  'f„  sont 

pour  les  abscisses  quatre  cents  fois  plus  grandes,  et  pour  les  ordon- 
nées quatre-vingts  fois  plus  grandes  que  celles  de  o',. 

J'ai  donc  déformé  la  figure,  afin  de  la  rendre  plus  compréhensible. 

Les  quatre  formes  élémentaires /q,  y',,/2,/,,  d'où  toutes  les  autres 
peuvent  être  déduites,  sont 

^[^  +  [ii+A(^-h7;  +  B(y  +  «)](r-z)^- 
-  [(3 -t- 7 -I- A(  y -1- a)  H- B(a  H-  (3)](3 -.t)- 
-[y  +  «  +  A(«  +  P)  +  B((3  +  y)](^- j)-^ 
J"       \   _(a  +  A[3H-By)(ar-  0= 
-(|3+Ay-T-Ba)(j-0  = 

(y-i-Aa+Bp)(j--2)-^ 

--[a-l-p  +  y +  A(,3  -^  y +  a)-+-B(y+a-f-,Q)](3-  x)'^ 
'      y-a  +  A(-a-|3;  +  B{-3-y)](,r-r)- 

4-A[3  +  By)(jr-/)- 
[(3-f-y  +  A(y +  a)  +  Bi>  +  [3)](j-  /)^ 
[P  4-  ay  4-  A(y  +  2a)  +  B(a4-  c>.(3)](2  —  /)-, 


./i  = 


Ay-i-Ba)(j-s)-^ 

(3H-y  +  A(y  +  a)  +  B(a  +  p)](s-^)  = 
a+ (3+ y  +  A([3 -t- y -1- a)  +  B(y -H  a  +  p)](,r -j)"- 
y  + Aa-+-B(3)(a?—  i!)  = 
a  +  a(3+A(p  +  2y)+B(y  +  2«)](r-/)-^ 
«^--P  +  A((3+y)+B(y-^-«)^(^-0■^ 

Ap  +  By)(/-=)'^ 

yH-«-HA(«-l-p)4-B(p-(-y)](=-.r)  = 
y  +  2«-t-A(«4-7.{3)+I{(,6-i-?.y)](^-r)= 
(3  + Ay +  Ba)(a:-  0- 

«  +  p_Hy-+ A([3-l-y^-a)  +  B(y-^«-hl3)](r-0- 
^-(34-A(p-^y)+B(y-l-a)](^-0^ 
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et  les  substitutions  par  lestiuelies  on  déduit/,,/.,/,  de  /  sont  respec- 
tivement 


x-y-z^t. 


x-y-z^t, 

—  z  -^  t. 


Enfin  si,  au  lieu  de  la  représentation  par  polygones,  ou  adopte  la 
représentation  symbolique  du  n°  71,  où  les  formes  sont  représentées 
par  des  points  cl  sont  jointes  par  des  lignes  droites  aux  formes  conli- 
guës  par  un  côté,  on  aura  la  figure  suivante  {Jig.  8),  qui  correspond  à 
la  figure  précédente,  les  mêmes  lettres  désignant  les  mêmes  formes. 


•V^. 


Si.  Je  termine  les  rechercbes  relatives  à  cet  exemple  par  l'emploi  d* 
la  méthode  indiquée  au  n"  70. 
Au  lieu  de  considérer  la  forme 

[xx-h^y^  yz]-^  A[px^  yy-î-  c.z]-  —  B[yx -î-  xy-^-  3 s';-, 

nous  prendrons,  avec  trois  constantes  A,  B,  C,  la  forme  suivante  : 

\   XX      Z)  -    y:'-' -- H   5.r    -yy    -  y.z';-  --(1.  yx  —  y.y       î;]-. 

Soient  alors  a,  b,  c  trois  nombres  vérifiant  les  égalités  suivantes, 

a-  =  e",     ,3-  =  t:'',     y-  —  c'', 

i3 
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où  c  désigne  la  hase  îles  logarithmes  vulgaires;  on  aura 

.-(^=0,191,     6=r-<),7o3,     f^..,5ii; 

puis  nous  poserons 

Soient  i/„  el  c,,  des  valeurs  de  u  et  c  auxquelles  correspondent  des  va- 
leurs de  A,  B,  C  pour  lesquelles  la  l'orme/o  est  réduite;  les  formes  o„, 
9',,,  tf„,  6',,,  /„,  /',  seront  respectivement  réduites  pour  des  valeurs  de 
A,  B,  C  déterminées  par  les  valeurs  suivantes  de  u  et  v  : 


Si  l'on  regarde  11  et  i'  comme  des  coordonnées  courantes,  aux  triangles 
rectilignes  de  la  Jig.  7  correspondront  des  triangles  curvilignes; 
mais  il  suffira  d'obtenir  les  triangles  correspondant  aux  fonnes/o,/^, 
/,,/j  pour  obtenir  tous  les  autres.  Ces  quatre  triangles  n'ont  (jue  six 
sommets,  qu'il  suffira  d'obtenir  pour  avoir  tous  les  autres  sommets;  il 
serait  même  facile  de  voir  que  les  deux  sommets  P  et  S  suffisent  pour 
avoir  tous  les  autres. 


Voici  (juelles  sont   les   coordannées  des   six   sommets   qui    corre.'- 
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pondent  aux  sommets  P,  Q,  R,  S,  V,  H  de  la  fig;.  7  : 


'\ 

r<,=o,36, 
.■.—0,40-, 

(«3=  -   o,6i=« 

::" 

s* 
( 

Hl  ^0,66, 

(••,  =  o,3fi, 

-,  —  !  , 

De  sorte  que  la  figure  élémentaire  P,  Q,  R,  ,S,  V,  H  est  la  précédente 
[fis-  9)'  ^^  ^^'-^^  figure  se  repi-oduit  ensuite  identiquement  et  indéfini- 
ment dans  le  plan,  en  augmentant  alternativement  les  abscisses  et  les 
ordonnées  d'une  unité. 


85.   L'équation 


nous  fournira  un  deuxième  exemple. 

Si  l'on  divise  a?"—  i  para;'—  r,  on  olitient 


et  si,  dans  l'équation 
on  pose 

on  obtient 


X'  —  t 

-— —  .r''  -^  a::>  +  I , 

x'^  —  I 


.T"  H-  .r'  -i-  I  =  o, 


2^-3; 


C'est  cette  deuxième  équation  que  nous  allons  étudier. 
Si  l'on  appelle  a,  (3,  7  les  trois  racines  de  l'équation 

.r^  —  3.r  -+-  I  =;  o, 

les  valeurs  approchées  de  ces  racines  sont 

^^I,-i3,        ,i:=<.,3i.        yrr-     -     ,,87, 


lOO  !..     C.HAUVF. 

(>t  l'on  ;i  entre  ces  racines  les  relations  suivantes  : 

a  -  3  ^  /  ^  .,, 

2?7  =  -  1 , 

(3y  —  —  1  -i-  p,     ya  =  —  t  -f-  y,     ap  —  —  i  m-  a, 
5f-—      -'.-4-3,      3-—      v>  —  y,      y-=:      ?.  +  a. 

Cela  posé,  nous  étudierons  la  l'orme 

(.r  -r-  cy  +  <^z)-~  k[x  -4-  Pr  +  y5)-+  B(x  4-  y j  +  az)-. 

Je  changea;  en  x  —  l,y  en  v  — /.  :;en  :;  —  /;  j'ai  ainsi  une  fornio  (jne  je 
désigne  par  F,,,  savoir 

[■-«  +  A(.-i3)+B(.-y)J(j-z)^  +  (-P-Ay-B«)(3-r)^ 
+  (-  a  -  A,3  -  V,y]{x-yY-  -u  [,  -  y  +  A  (i  -  jf  )  -i-  B[.  -  ,3;]  (.r  -  /  )- 
^-  [i  4-  a  -  y  -f-  A  (n-  p  -  a)  -+-  B(i  +  y  -  p)](i--  /)'-!-  ['  ^  A  H-  B](  z  -  ly , 

et  cette  l'orme  est  réduite  si  l'on  a 

I  -  a -»- A  (  I  —  ,5)  -^  R  ;  I  —  y  ;  >  (., 
-(3-Ay-B^>o, 
-a-Ap-By>o. 

I  —  y  -(-  A  (  I  —  z)  +  B(  I  —  ;3)  >  o, 

I  -i-  2  —  y  H-  Afn-  3  — îî'  -!-  B;,t  +y  -;31  >o, 

1  +  A  -1-  B>  o. 

Ces  six  inégalités  sont  vérifiées  si  le  [)()inl  de  cnonlonnées  (A,  Bl 
reste  h  l'intérieur  du  triangle  HKL  [fii^.  lo),  dont  les  C()tés  ont  respecli- 
vement  pour  é(|nations 

3  +  Ay-(^Bît  =  o     (KL), 

a:  +  Ap+By  =  o     (HK), 

H-a-y4-A;i  +  ;3-a)-f-B(i-<-y-3)  =  o     (KL), 

et  la  forme  F,,  est  réduite  à  l'intérieur  du  triangle  HKL. 
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86.  Si  l'on  traverse  LK,  la  forme  Fo  cesse  d'être  réduite,  et,  dans  ce 
cas,  la  substitution 

r  =  .v- 1, 

z  —  X  —  z 
engendre  la  forme  F, 

(;3  +  Ay-HB*);j-  =  )2-4-[i-;3-t-A(i-y)  +  B(i-œ)](=-x)- 
^  (y+Aa  +  B,3)(ar  — j)2  +  [i  — 2-/-hA;i--22()  +  B(i  — ?.p)]f.r-/;2 
+  [I  +  a:^-A(I^-tî)^-B(■^-■/)](r-0'-i-['  +  ■/  +  A(I-^3t)^-15iI  +  i3;][^-<)^ 


qui  est  réduite  si  1  on  a 


,3-f-A)/-T-Ba>o, 

.-;3-^A(.-y)  +  R:,-z;>o, 
y  -h  Ax  -;-B,6>o, 
1-97  +  A(i-  2a) -i-  !](i  — 2p)> 
1  -t-  a  + A(H-|3)  -h  B(i  +  y)>(), 
i  +  y  +  A(i  +  a)  -+-B(i  +P)>o, 


et  ces  six  inégalités  sont  vérifiées  si  le  poiui  (A,  B)  reste  à  l'intérieur  du 
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quadrilâlcre  KLMX,  dunt  les  côtés  ont  respeclivement  [lour  équations 

,3-.\7  r-Ba=o    [kl;, 
y-i- Ajc  r-B;3  =  o     (KM), 

i  —  iy^A{i-io:]-i-Ii{i'--îP]^o     (LN), 

et  la  l'orme  F,  est  réduite  à  l'intérieur  du  quadrilatère  KLMN. 

87.  Cette  forme  cesse  d'être  réduite  si  le  point  y  A,  Bi  traverse  le 
côté  M.\;  dans  ce  cas,  la  substitution 

X  ^  z  —  i, 

y=  —  X  -i-  y  -h  z  —  t, 
z=  ~  X  -h  z 

conduit  à  la  l'orme  F:, 

[•  -  1 -a-l-A  (— I  -  ;3)-hB  ;- I  — yl]  (j- 2)2  + [2  —  Ph- A  (2— y) -+- B  (-j-a:)]  (j;-:r)2 
-^[i—^^\[i—y]-hB[i—oc]][x  —  ri--i-  (7  +  Aa-i-B,5;  :>  —  /)- 
-,-[i-y+A;i-«)  +  B(.-(3;,]Lr-/)^ 
-i-[n  —  2-/-f-a-f-A(2  —  22  +31  +  B;2—  2,3+  y)]{z—  l]-, 

et  cette  l'orme  est  réduite  si  l'on  a 


2  — ;3+A(2  -y)  +B;2  -  x]  >  o, 
I  —  3  ;-A  i  -    ■/'  —  B    I  —  X   >o, 
y  —  As:  -:-  B,3>-  o, 

1  ^-  -/  + A(i-a)+  Bi'i  -|3)>o, 

2  —  2-/  +  a  +  Afa  —  23;  +  ;3'  +  B(2  —  ap  +  y)  >.o. 

Ces  six  inégalités  sont  vérifiées  si  le  point  (A,  B)  reste  à  l'intérieur 
du  triangle  MNP,  dont  les  côtés  ont  respectivement  pour  équations 

1+  a+A(i+(3)  +B;i+y)  r^  o  (MN), 
,_  ;3^A(i-y)  +B(i-a)  =0  (MP), 
,._,..^  +  A,>.-2«).-B(2-2p)=o     (NP), 

et  la  forme  F.,  est  réduile  à  l'intérieur  du  triangle  MNP. 
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88.  Cette  forme  cesse  d'être  réduite  si  l'on  traverse  NP;  dans  ce  cas, 
la  substitution 

X  =:  .r  —  )-, 


conduit  à  la  forme  F:, 

-f  [i  — 2-/-h  A(i  —  aal  +B(i  —  ■}.^]]{z  —  ^-;- 

+  [î-  y  -i-  a  +  A(2  -  a  +  [3)  +  B(2  -  ^  +  y]]  [x  ~ y]^ 

+  [-1  +  3-/ -i- A  (- : -î- 33()  H- B(- n- Sp)]  (or  -  0- 

-+-  [3  +  a  -  3y  --  A  (3  -h  ,3  -  S:.;  ^f-  15(3  H-  y  -  Sp)]  (y-  /)^ 

-+-  [4  --22  -  y  -^  A(4  -^  2fi  -  jc)  --  15(4  -i-  Ay  -  (3)](3  -  /)-, 

et  cette  forme  est  réduite  si  l'on  a 

—  2  -  -  X  -r~  2  y  +  A  (  —  2  —  p  -i-  2  a  )  +  H  |  -  -  2  -  -  y  +  2  p  )  >-  o, 

1  -2y  -t-  A[i-2a)  -f-  B(i^2p)  >  o, 

2  — y  H-  a+  A(2—  a  +  P)  -h  B(2  —  p  +  y  ,  >o, 

-  I  -+-3y  +  A;-i^3a)  -hB(-i  +  3p)>o, 

3  4-  a:  _  3y  -I- A  (3  +  p  -  3:^)  -t-  B(3  -4-  y  -  3p  j  >  o, 

4  +  2a-y-T^A(4-4-  2p^  2)-+-B(4  -^  ■'•■/-p)>o- 

Ces  inégalités  sont  vérifiées  si  le  point  (A,  B)  reste  à  l'intérieur  du 
quadrilatère  NPQR,  dont  les  côtés  ont  respectivement  pour  équations 

—  2  —  a  -,-  2y  -;- A(—  2  —  p  +  2a)  H-  B(—  2  —  y  +  2P)  .1=  o  [NP), 

I  —  2y  4- A[i  —  2a)  +  B(i  —  2P)  ;=  o  (NR], 

2— y +  a-4-A(2  -«+p)-t-B(2-p-f-y)  ^o  (UQ), 

-i  +  3y+A(-i  +  3a)^B(-i-3p).=  o  [PQ], 

et  la  forme  F3  est  réduite  à  l'intérieur  du  quadrilatère  NPQR. 

89.   Cette  forme  cesse  d'être  réduile  si  le  point  (A,  B)  traverse  le 
coté  RQ;  dans  ce  cas,  la  substitution 


y^y-l, 
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conduit  à  la  forme  F, 

[--2~-a  +  y  +  A(-2-[3+a)  +  B(--2-y-f-(3)](j-.sj2 
H-  [n-5c-i-  2y  + A(i-f-(3  4-2a)-t-  |{(i  +  y +  -2(3)](2  -x)2 
-f-(-/-t-AaH-Bî3)(x-j)2+[2  +  a:-f- A(2  +  [3}  -l-B(2  +y)](x_i)2 
-H  [5  +  2«  ^  4y  +  A(5  -.  2^  -  4a)  -:- 15(5  -;-  2y  -  4?)](r-  0'^ 
-I-  [3  +  «  -  3-/  -;-  A(3  +  p  -  3a)  +  B(3  +  y  _  3;3)]  (s  -  /)^ 

(|ui  csl  rc'tluilc  si  I'od  a 

—  2  —  a  -i  y  4-  A[—  2  —  |3  H-  a)  +  B(—  2  —  y  -i-  P)  >  o, 

1  -l-a:-+2y-l-A(i-i-(3  +  2a)  -;- B(n- y -;- 2(3)  >  o, 
y  i-Aa-hB;3>o, 

2  --  a  -T- A(2  -)-  (3)  +  B(2  -l-  y)  >-o, 

5  —  ?.«  — 4y  -;-  A(5-4-  2(3  —  4a}  +B(5  -    2y  —  .jp)  >  o, 
3---ÎC  -3y-^A(3-.   î3-3a)  -- B(3 -^  y  -  3,3  i  >  ... 

Ces   inégalités  sont  vérifiées  si   le  point  (A,  B)  reste  à  l'intérieur 
liu  triangle  RQS,  dont  les  côtés  ont  respectivement  pour  équations 

-2--a-T^y-f-A(--2-p-l-a;  +  B(-2-y4-[3)  =  o  (IIQ). 
!-•-«  -i- 2y-hA(i -(-(3  -T- 2a]-^B{i  -!-y  -+-2p)  =  o  (QS), 
-'î-^2a-4y--A(5-4-2Î5^4a)--B(5-,-2y-4{3)=o     (RS  , 

et  la  forme  F,  est  réduite  à  l'intérieur  du  triangle  QHS. 

DO.  D'un  autre  côté,  si  l'on  compare  la  forme  F,  à  la  forme  F^,  en 
rangeant  les  coefficients  des  deux  formes  d'après  l'ordre  de  grandeur 
croissante  des  termes  indépendants  de  A  et  de  B,  on  trouve  que  les 
termes  indépendants  de  A  et  B  dans  l'une  des  formes  sont  propor- 
tionnels aux  termes  analogues  de  l'autre  forme,  de  même  que  les  mul- 
tiplicateurs de  A  pour  l'une  des  formes  sont  proportionnels  aux  multi- 
plicateurs de  A  pour  l'autre,  comme  aussi  les  multiplicateurs  de  B. 

La  forme  F",,  commence  donc  la  seconde  partie  d'une  série  périodique 
de  formes  dont  la  première  partie  se  compose  des  formes  F^,  F,,  F.,  F3, 
et  ces  quatre  dernières  formes  sont  limitées  par  quatre  polygones  qui 
sont  les  éléments  d'une  cliaiiie  indétinie  de  polygones. 
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Mainteuaut,  si  dans  F4  on  interverlit  les  lettres  a;  et  z  de  manière 
que  les  termes  de  F^  soient  dans  le  même  ordre  que  les  termes  corres- 
pondants de  Fo,  la  forme  F,,  deviendra 

{y-{-Ax-i-li^){y—z]--h  [1  H-a  +  ay-t-AiiH-  3  4-2^)+  B(n-y-|-2p)](3  — jt:]2 
^  [_  2  -  a  +  y  +  .V(-  2  -  ,3  +  ^1  +  B(-  ■.  -  y  +  .3)]  [.V  -  j-)^ 
H-[3  +  a  — 3y  +  A(3  4-,3-3a;  +  15(3  +  y  —  3,31] .;  jtr  —  tf^ 
+  [5  4-22-  4y  +  Al5  ^  2,3  -  4a;  +  B^S  +  ?.y  -  4,3)]  ;  y  -  l]'^ 

+  [2  +  a  +  A(2  +  ;3)  +  i{(2  +  y;iji -  —  /)■■;. 

Cette  forme,  ainsi  écrite,  se  déduit  de  Fo  par  une  séi'ie  de  substi- 
tutions qui  peuvent  se  ramener  ti  la  substitution  unique 

x=y-,-  Z; 

et,  si  l'on  applique  cette  substitution  à  la  forme  F„,  savoir 

Fo=  (x  -{-  xy  -t-  .33)2+  A[*-  ^  ^y  ^  y,  Y-^^[x  -\-  yj  +  a.zY, 

on  obtient 

F-,  =  [—yx+  i~  y)y-i-(i  —  pjsj- 

-1-A[—  2c:r  +  ^i  — 3()j--)-(i  — y)r.]2+  H[— |3-t-(i  — |3)j+ii  —  z)2]-, 

OU 

F-,  =  Y'  [x  +  xy  ^pz]-+.K  sc^x  -+-  P>y  -^  y  z]-' +  Bp-[x -\-  y  y  +  as  )-, 

de  sorte  que  F^  se  déduit  de  F„  en  nuillipliaiit  F„  par  7-,  après  avoir 

changé  préalablement  A  et  B  en  A  ^;  et  B^^- 

T  7- 

91.  Ayant  obtenu  une  première  cliaînc  de  polygones,  je  chercbeles 
éléments  de  la  deuxième  cliaîne. 

Je  reviens  à  la  forme  F„,  qui  est  réduite  dans  le  triangle  IIKL;  je 
traverse,  comme  plus  baiit,  la  ligne  LK,  ce  qui  me  conduit  encore  à  la 
forme  F,,  qui  est  réduite  d;ins  le  quadrilatère  KLM\.  Si  je  traverse  le 
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coté  KM,  la  forme   F,   cessera  d'être  réiluitc;   mais,  dans  ce  cas,  la 

substitution 

x  =  x  —  z, 

r  —  r—'> 

z  =  x  —  t 
conduit  à  la  forme  F5 

(_y_A:.-B|3)(7---2)=+[.-y  +  A(i-a)  +  B(i-!3)](s-^)- 
+  (-a-|A(3~By)(:r-j)=  +  (.-4-A+B)(^-0  = 
+  [,_^+A(.-y)+B(i-«)](j-rj'^ 
+  [i  -  P  +  ■/  +  A  (.  -  7  +  aiH-  B(i  -  a  +  p)]  (2  -  0- 

Cette  forme  est  réduite  si  l'on  a 

-y  — Aa  — B(3>o, 

I  -  y  +  A  (i  -  a) -+- B  (  1  -  p)  >  o, 

-  j;-A|3  -By>o, 

1  + A  -i-B>o, 

I  — (3+ A(i  — y)  +  B(i  — 2l>(), 

i-(3-l-y-hA(r  — y  +  a)  +  B(i-a+[3)>o. 

Ces  inégalités  sont  vérifiées,  pourvu  que  le  point  (A,  B)  {fig-i  i)  reste 

à  l'intérieur  du  triangle  KMT,  dont  les  côtés  ont  respectivement  pour 

équations 

y-)-Aa  +  B;3  =  o     (MK), 

aH-A[3H-Byr=o     (KT), 

I- ;3  +  y  +  A(i-y +  «)  +  B(i-a-t-|3)  =  o     (TM), 

et  la  forme  F-  est  réduite  à  l'intérieur  du  triangle  MKT. 

92.  tacite  forme  cesse  d'être  réduite  si  le  point  (A,  B)  traverse  le  coté 
KT:  dans  ce  cas,  la  substitution 


z  =  z  —  t 
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conduit  à  la  forme  Fc 

(a  -r-  AS  ^  B-/     V—  ;)2^  [1  _  jj  _;  A(i  —  (î)  ^  B  (.  —  ■/:]  [3  —  ar)2 

-i-  (;3  -^  A-/  —  Ba;  'x—yY~[i  —  iS^X'i  —  iy]  -^  B[i—2z]]  [x—t]^ 
^[i-^7^Afi^aM-B;i-^,3)](.r-0'-^['  +  ,3^A(i-T-7)-HB(i-+-a]](2-ï)-, 

et  cette  forme  est  réduite  si 

a-^Ap^B-/>o, 

;3^  A7-^Ba>o, 

I  —  2  3  +  A  1 1  —  2  y  )  -i-  B  (  I  —  2  a  I  >  o, 

I  —  y  +  A  (1  -^  a)  ^  B(i  -K  3)  >  o, 
I  +  ,3  -^  A  [I  ^  y)  -i-  B  (i  -r-  al  >o. 

Ces  inégalités  sont  vérifiées  si  le  point  (A,  B)  reste  h  l'intérieur  du 

Fig.  II. 


quadrilatère  KTUV,  dont  les  côtés  ont  respectivement  pour  équations 

a-i-Ap--By  =  o  (RT;, 

i-2!3^A{i-2y)  +  B(i-2ai  =  o  (TU), 

i-hy-^A(i-ha)-^B(i^?;  =  o  (UV), 

p_l_  Ay-^Bj:=:o  (VK;, 

et  la  forme  Fc  est  réduite  à  l'intérieur  du  quadrilatère  KTUV. 
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93.  Celle  forme  cesse  trêlrc  rriluilo  si  le  point  'A,  I!'  traverse  le  côté 
UY;  dans  ce  cas,  la  substitution 

y  =  —  X  ^  r  -^  z  —  i. 


conduit  à  la  forme  F- 

;— I— y-r  A^-l  — 3!>ni— i-,S;]>--r;-'-+-[2  — a-i-A(2  — P)  +  B(2— y)];z— a-)2 
-(- Il  —  a:  +A(i  -  5)-4-B(i-  7'/>  —  7)- +  (  |3  +  Ay -i-  Bal(.r—  /)  = 

-f-[.-f3-i-A(.-y;  +  B(.-^)]  j--/)2 

-^  [?.-  ap  -^  y  -•-  A  (2  —  2y  ^-  a)  -4-  B  (2  —  2«  +  p]]  [:  -  t]"-, 

et  cette  forme  est  réduite  si  l'on  a  ■ 

—  1  —  y  -f-  A  ^—  I  —  a  ; -h  B  (—  I  —  (3  ;  >  o, 
2  —  Si  -i-  A  (  2  —  3 1  —  B  (  2  —  y  )  >■  o, 
I  —  X  -i-  A  ;  I  —  5]  -7-  B  f  I  —  y  !  >  o, 

p-f- Ay  +  B3c>o, 

I  -  3-!- A(i  — y    -i-  B[i  — ît;>o, 

2  —  23  -!-  y  -f-  A  (2  —  2y  —  ît'  -h  B  [2  —  22  H-  p)  >.  o. 

Ces  inégalités  sont  vérifiées  si  le  point  (A,  B;  reste  à  l'intérieur  du 
triangle  UVX,  dont  les  côtés  ont  pour  équations 

I  -  -  y  -:-  A  ,  1  —  a   -^  B  ;  I  -i-  3)  =  o     (  UV), 

I-  a-T-A(i-,3)-+-B(i-y)r=o     ;VX), 

2  —  9.3  -i-  y  -r  A(2  —  ly  4-  3(1  —  l!i  2  —  2a  H-  3)  =  0     (XU;, 

et  la  forme  l'\  est  léduite  ii  l'iutéi-ieur  du  triangle  UVX. 

9'(.   Mais  cette  i'oi'me  cesse  d'élre  réiluite  si  l'on  traverse  le  côtéVX; 
dans  ce  cas,  la  siihsiitulion 

X  =  .r  —  ;, 

Z  ^  T    —   / 
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-  I  +  ^  H-  A  -  I  ^  P)  +  B  ^-  I  +  y)]  (r  -  ;)- 
+  [i-a  +  p+A(i-{34-v)-(-A(i-y  +  al](2~^)2-f-((3  +  Ay  +  Ba)(.r-j)2 
+  [i-3,3  +  A(i-3y)  +  R(i-3a:)(.r-/)2 
+  [a  + -/ +  A(a  +  se)  H- B(2  +  (3)]  (r- /)2 
-^[3-2«+A(3-o^)  +  B(3-o,y)];s-0^. 

Cette  forme  est  réduite  si  l'on  a 

-i  +  a:  +  A(-n-;3)-i-B(-H-y;>o, 

1  —  a  +  (3  +  A  (  I  —  [3  + -/ )  4- B  (  I  —  y  +  a  ;,  >  o, 

(3  +  Ay +  Ba>o, 

i-3;34-A(i-3-/;  +  B(i-33t)>o, 

2-+-7-+-A(2  +  a)  +  B(2  +  [3^>o, 
3  — 23:  + A(3—  2|3)  +  B(3  — ?7)>  o. 

Ces  inégalités  sont  satisfaites  si  le  point  (A,  B)  reste  à  l'intérieur  du 
triangle  YXY,  dont  les  côtés  ont  respectivement  pour  équations 

i-a  +  A(.-,3)  +  B(i--/)z=o     (XV), 

i-»c  +  [3  +  A(i-(3  +  yl-i-R(i-y  +  a)  =  o     (VY), 

i-3(3  +  A(.-3y)-i-B(i-33:)  =  o     (YX), 

el  la  forme  Fg  est  réduite  à  l'intérieur  du  triangle  YXY. 

95.  Si  maintenant  on  compare  la  forme  F,  à  la  forme  Fo,  en  ran- 
geant les  coeiricients  de  ces  deux  formes  d'après  l'ordre  de  grandeur 
croissante  des  termes  indépendants  de  A  et  B,  on  trouve  que  ces  termes 
sont  dans  Fg  proportionnels  aux  termes  correspondants  dansF(,;  on 
trouve  aussi  que  les  multiplicateurs  de  A  et  B  sont  dans  Fg  proportion- 
nels aux  multiplicateurs  de  A  el  B  dans  Fo.  On  en  conclut  donc  que  F» 
commence  la  deuxième  période  d'une  série  périodique  de  formes  dont 
la  première  période  est  formée  de  Fo,  F,,  F^,  Fc  F,,  et  les  polygones 
correspondant  à  ces  formes  sont  les  éléments  d'une  chaîne  indéfinie  de 
polygones. 


D'aillcupp,  si  dans  Fg  on  remplace  x,  y,  z,  t  respectivement  par  x,  t, 
y,  z,  (le  manière  que  les  termes  de  F»  soient  dans  le  même  ordre  que 
les  termes  correspondants  de  F»,  c'est-à-dire  si  pour  Fg  on  écrit 

[3— 2s:H-A(3  — aP)  +B(3  -2y)](j-;:)- 
+  [i-3p  +  A(i-3y)  +  B(.-3«)](.--x)2 
+  [i  -  a  +  |3  +  A  (i  -  |3  +  y)  +  B(i  -  y -h  a)]  (^  -  ;r)- 
-f-((3-+- Ay+B«)(.r—  ty- 

+■  [_  H.  «  +  A  (-  .  -h  p)  +  B (-  .  +  y  )]  (7  -  0^ 
+  [2  +  7 -t- A(2 -f- a) -f- B{2  ^- (3)]  (z  - /)^ 

la  forme  F^  ainsi  transformée  se  déduit  de  Fo  par  une  série  de  substi- 
tutions qui  peuvent  se  réduire  à  la  substitution  unique 

Z=z  —  X  -\-  z, 

de  sorte  que,  la  forme  Fo  étant 

la  forme  F^  peut  s'écrire 

Fs  =  [-  fix  +  (i  -  a)  j  +  (-  2  -  y) s]-  +  A  [-  y^  +  ( I  -  |3)  j  +  (-  2  -  a)::]^ 
+  B[-a:r+(i-y)r  +  (-2-(3)z]- 

ou 

Fs  =  |3-(a:  +  a/H-[3z)-  +  Ay2(a:-i-(3j  +  yz)2-f-Ba2(^  +  y7+az)2, 

c'est-à-dire  que  F»  s'obtient  en  multipliant  Fo  par  j^-,  après  avoir  changé 
A  et  B  respectivement  en  A  ^  et  B  ^• 

On  déduirait  de  Fg  une  forme  F»  qui  se  déduirait  de  F»  comme  F,  se 
déduit  de  F„;  puis  de  Fo  se  déduirait  une  forme  F,o  qu'on  obtiendrait 
au  moyen  de  F.j  comme  on  obtient F3  au  moyen  de  F,,  et  ainsi  de  suite 
indéfiniment. 

96.  On  a  ainsi  deux  séries  de  formes  auxquelles  correspondent  deux 
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chaînes  de  polygones;  en  développant  ces  deux  chaînes,  on  couvrira  le 
plan  d'un  réseau,  mais  ce  réseau  aura  des  lacunes.  En  particulier,  le 
triangle  MTU  limite  une  forme  qui  ne  pourrait  être  déduite  d'aucune 
des  formes  déjà  ohtenues;  il  en  est  de  même  du  triangle  iMPQ. 

Mais,  si  l'on  ajoute  aux  formes  trouvées  plus  haut  deux  formes  que 
je  désignerai  par  ¥,  et  ?,„  et  qui  correspondront  respectivement  aux 
triangles  MPQ  et  MTU,  on  pourra  couvrir  le  plan  tout  entier  de  poly- 
gones qui  tous  se  déduiront  des  neuf  formes  Fo,  F,,  F^,  F3,  F^,  Fc,  F^, 
Fg,  F,o;  la  seconde  des  figures  qui  suivent  le  montre  d'une  manière 
évidente. 

Les  formes  F.j  et  F,^  s'obtiennent  de  la  manière  suivante.  Pour  la 
première,  on  traverse  dans  le  triangle  P31N  le  côté  P.M,  ce  qui  conduit 
à  appliquer  à  la  forme  Fo  la  substitution 


r  =  r-i' 


d'où  résulte  la  forme  F., 


-f-  [1  -  |3  ^  y  ^  A  i  .  -  ■/+  a;  +  B^i  -  a  -^  ^]]{z  -  x'f' 

+  [i-3y-A(i-3^;^B(.-3;3;];x-/):^ 
-h[2-r-a-f- Ala-^.'i)  ^B(-2-^y  i,  V— /)^ 
-+-[3  -  2^  -^  A{3  -  2y]  ^B[3  -  ix]][z  -  ly-, 

qui  est  limitée  par  le  triangle  MPQ. 

Pour  la  forme  F,o,  on  l'obtient  en  traversant  le  côté  MT  du  triangle 
KMT,  ce  qui  conduit  à  appliquer  à  la  forme  F-  la  substitution 


z  =  x—  f. 


,12  I.-     CHAUVE. 

d'où  résullc  la  foiiiie  F,o: 

[_  ,  +  (3  _  y  +  A  (-  .  +  y-  ;.)  +  B(-  n-  «  ~  |3)]  (r  -  s)"- 
H-[i-;3  +  A(.-y)  +  B(.-a)](z-.r)^ 
+  [2- ,3  4-y-^  A(2- y -f.  î«)  4-B(2  -  3:  +  ;3)J  (j: -7)2 
+  [i-2i3  +  Al.-'2y)4-B(i-'2«)](^-0- 
4-  [2  — -iP  +  y  H- A(2  — 2y-r  3c)  +  B(2— ^a+iSjjfj— /)- 

■    ^_[.,_^  +  A(2-y)+B(2-aiJ;3-0- 

97.  Les  polygones  d'où  tous  les  autres  peuvent  se  déduire  forment 
donc  \-xJig.  12. 


Je  figure  ci-contre  [fig.  i3)  une  partie  du  réseau  qui  couvre  le  plan, 
mais  je  change  les  notations;  les  formes  désignées  par  des  lettres  affec- 
tées  du  même  indice  se  correspondent,  c'est-à-dire  peuvent  être  déduites 
l'une  de  l'autre  par  la  combinaison  des  transformations  qui  de  F^  font 
passer  à  F,  ou  à  F». 

Les  formes  désignées  par  les  mêmes  lettres  accenluéos  sont  inverses 
l'une  de  l'autre,  c'est-à-dire  se  déduisent  des  formes  fondamentales  en 
renversant  pour  l'une  les  substitutions  qui  conduisent  à  l'autre.  Enfin, 
au  lieu  de  prendre  pour  formes  fondainenlales  les  formes  relatives  à  la 
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figure  précédenle.on  en  prend  Iiiiit  nouvelles,  qui  sont  désignées  ici  par 
la  lettre/affectée  de  différents  indices.  Les  formes  précédemment  dé- 
signées pai-F„,  F,,  F,.  F;,,  F,,  F,,,  F,.  F,,  F,,  F„  F,„  sont  désignées  dans 


la  figure  ci-dessus  respectivement  par  /^,,  /",,  i-,  4»,,  '1,,.  A»  A.-  Z»-  /.o- 

Je  dois  ajouter  que,  comme  dans  le  premier  exem[de,  la  ligure  que  je 
viens  de  tracer  est  très  déformée. 

98.  Si,  au  lieu  de  la  représentation  par  polygones,  on  adopte  la  re- 
présentation symbolique  du  n"  71,  on  aura  la  jîg.   \!\. 

Dans  cette  figure  on  a  employé,  pour  désigner  les  formes,  les  mêmes 
lettres  que  dans  la  figure  précédente. 


99.   Enfin  voici  le  Tableau  des  neuf  formes  fondamentales;  les  sub- 


I  I  .'i  L.     CIIAUVF.. 

stiliitions  placées  entro  deux  formes  sont  celles  qui  permettent  dépasser 


d'une  forme  à  la  suivante 


/"■ 


[i  —  a  +  A(i  —  5'!-i-B(i  —  y]\r  —  z]-  +  (—  (3—  A-/  —  Ba)(z  —  :r';2 
+  (— a-  A(3~  B'/'ia:  — r)--4-[i  — 7  + A(i  —  a)  h- 8(1  —^]][x  —  t]- 
-I-  [n- se  -  y -1- A  (i  +  (5  —  a) -i- B  (1 +7  -  ;î)](.r  — /)ï4- (  I -F  A -I- B)  [z  — /)% 


/-• 

{a-)-A(3H-By)(j-r)2-H[.-i-|3+A(i  +  7)-i-B(i  +  a)](z-jf;2 

+  [,_2a  +  A(i-2,S)-+-B(i— z7]](x-j)-  +  [i+a-i-A(n-(31+B(i+7)l(.r-/]2 
H-[i-7-hA(i-:t)-l-B(i  — (3)];j-/)  =  +(7-f-Aa  +  Bp^:;2-/j2. 

a;  =  X  —  r, 

r  =  — r-i-  f. 
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-y—  Aa  —  B^],y  —  z]^  +  :-  ^  —  \.y  —  Ba.)  [z  —  x)'^ 
-(-  [i  -  [3  +  A  1  I  -  y  :  -f-  B  ; .  -  a)]  ;  .r  -  j  j^ 
-+-  [i  —  a  +  (3  -)-  A  ;  I  —  ,3  +  y  ;  -4-  B  ;i  —  y  -f-  a']  i>  —  /  j^ 
-+-  (i  -t-  A  -4-  B ■  [r  _  <  ;^  +  [ ,  _  a  +  A  : .  -  3)  -f-  B  ;  1  -  y ;]  (;  -  /  ;^ 

u  —  r~  I. 
r  z=  X  —  I , 
5  =.r  —  3. 


((3  4- Ay  +  Ba'  ;_)■  -  ;)^ -h  [1  + y -4- A  !>  + a) -h  B[i  +  [31]  (3  -^)-^ 
H-  [i-2;3  +  A(i-2y)  +  B;i-2a;](x-^-)- 
^T  [ I  +  3  +  A  :H-  y  ':  H-  B   I  -4-  3; ':  J  ( ^  —  / )- 
-^  [1  — a-!-A;i  — 5)  -1-B,i  — y;:]ij—  /)^  +  ,,a  + A^  -t-By)  (3  —  /)^ 

X  =  X  -  ;•, 


2  =  jp- 


r 


-a  — A[3  —  By;  j~  s)--t-   —  y  —  Aîï  —  B,3;^;  —  x,-' 
-i-  [  1  —  y  +  A  ,  I  —  3;  ;  4-  B  (  I  —  31  j  ;  X  —  j- ,  - 
4-  [i  -  3  +  y  -!-  A ,; I  -  y  -t-  ît;  -t-  B  ,; I  -  3£  4-  ,3;]  >  -  Z)'-^  4- ( i  4-  A  4-  B)  [r  -  Z) 

4-[i  —  ^4-  A  ;i  —  y)  4-  b;i  —  a)]  :;  —  <;-, 


X  ^  y  —  /, 
y=x-  t, 
z  =  x  —  z. 


[y  +  Aa  -^  B;3)  (r-  3)2+  [,  +  a  +  A  ;i  +  3)  +  B(  I  4-  y)][z  -  x)^- 
+  [i—  2y  -(-  A(i  —  ix)  -i-Bii  —  2;3;]  [x  —  y-y^ 
+  [  I  +  y  +  A  (  n-  a  1  +  U  [  I  -)- [3  ;]  ;' JT  —  / )» 
+  [i  -  |3  +  A  [i  -  y;  +  B  ;i  -  i.;]  (j  -  /j'-^-f-  (;3  4-  Ay  +  Ba)  (s  -  /) 

A'  =  X   —   s, 

>■=;■-  '. 

z  —  x-    t. 


./'■■ 

[_  ,  +  .y  +  A  :-  I  -X-  2a)^B(-  .  +  ■2-^]]{x  -  Z)-^ 

-i-[2-y  + A;2-  al-r-  H;2— ,3)](3-  x}^ 

4-[i  -y-f- Air  -a;+  B_i  -  3^]  f.r —_,■):; 

-f-  [— I  +  y  —  a  +  A.  — I  +  3t—  3;  -l-B^-  I  +  ^  _y)]^j:_  /J-j 

-h  [2+  a  — y-;-  Aia  -i-  ,3  —  ai-t-  B^a-T-y  —  ;3)](j—  <;2 

-i-  [a  4-  a  —  ay  -^  A  (a  -i-  p  -  aa)  -h  B(2  -(-  y  -  2.^]\{z—  l)-^. 


Enfin  la  subslilutioii 


X  ^—  X  ~  z, 

Z=~  X  -h  I, 


iplifliK'C  à  la  l'orme/,,  doinie  la   foinK'/: 


-  I  4-  2a  -r-  A  ,—  1  -t-  a.3  I  -i-  B^—  I  +  ay  J   y  —  z]- 

+  [a-a-i-A;a-p;  +  B[2-y)J(s  — x)-^+[i  — a+A(i— P)  +  B(i-y)](x— ;■) 
-+-  [— I  +  aa  +  y  +  A(—  1  +  2^+  x] -h  Mi—  i-f-ay  +  |3)]  [x  —  t]- 
+  [2  —  2a  —  y  -i-  A(2  —  a|3  —  a]  +  B(2  —  2y  —  (3)j  [y—  t)- 
+  |"2  -  2a  + 3  +  A(a  —  a3-t-y)-i-  6(2  —  2y  +  a]]  [z  —  /)=, 
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et  la  siibslitiilioii 

.'■  =  -.>"  +  /. 

z  =  x  —y  —  z  -h  l, 

a|>i)li(|iiL'c  à  la  foriiie/,,  donne  la  forme  /^ • 

[—  1  +  3-y  +  A,— i-t-y  -^;+B;— 5  +  ^  -  3!]  (_r  —  z)^ 
+  [,_;3  +  A(i-y)+n(.-a)](3-x)^ 
+  [-i  —  [3  +  y  -t-  A  [■>.  —  y  +  y.)  -h  B  [2  —  y.  4-  3  i]  ( ■^'  —  J')- 
-^-ii  — ^î3  +  A(r  — '.y'  +  Bii-  iy:^[x  —  t/^ 

4-  [2  -  ^^  +  y  +  A  ;2  -  o,y  +  j;;  +  B  (?.  -  2^  -^  |3)J  (k-  0- 

+  [-2— 3  + A  [2  —  y)  +  B(3  — a;]  i^  —  /';-. 


tOO.  Je  donnerai  un  dernier  exemple  tiré  de  l'équation 

X'-''  —  I  :^  O, 

de  laquelle  on  déduit  l'équalion 


Soient  a,  [i,  ■/  les  racines  de  cette  dernière  équation,  lesquelles  sont 
approximativement 

a^  0,273,      3r=i,3;7,      y=— 2,ti5o 

et  entre  Ies(iuelles  existent  les  relations  suivanles  : 

^  +  3  +  y  =  —  I , 
3y-i-ya-+-a3  =  — 4, 

<^y  =  -  •  > 

j3y  =  £Z-i-3  4-2y  =  y— I,     yjt  =:  3  +  y +  2^  — ;<  —  1 ,     a3  =  y +3: -(- 2,3  =;3— i, 
«-=:  ,3  H-  ay  +  4'  |5''=  ■/  "+"  '^-^  +  4'  y-=r  a  +  2,3  +  4- 

101.  Je  considère  la  forme 

[xx:  +  ,3/  +  y;,,-  + A    ix  -^yr  -i-  y.:]'-  -h  B(y.r  -i-  xy -i-  ^:]-; 
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j'y   icin|ila(T  .r,    v,  --   |i;ir  .r  -  /,  y  —  l,   -  — /,    il    j'olMions   ainsi    la 
l'oiiiii'  .Mii\:iiilf,  (lUf  je  (IcsiyiiL'  par  !•'„  : 

1 1  -  y  H-  A  (  I  -  «)  -H  B  [  I  -  (3)]  {;-•  —  3)  ^H-  [ I  —  «  H-  A ( I  ~  fi)  -t-  B^  I  -  y)J  i^  —  A-)^ 
^..  [,  _  |3  ^_  A  (.  -  y)  H-  B(.-  «)]  {x  -/)*-+-(-  «  -  A,5  -  By)(x  -  Z)'^ 
-(-(-  |3-Ay--  B«)(j-/)2-i-(-y-  A«  -  B,5)  (3  — /)-. 

relie  rorine  est  rédiiile  si  A  el  I?  vérilienl  les  inégalilés  siiivanlos  : 

I  y  Al  ./  I!,i  ;.;_  u, 
i-«-l-A(i-i3;-i-B(i-y)>o. 
i-3  +  A(i-yl  i-B(t--a)>c., 

-«^    A,3       By>.., 

_;3_   Ay  -B«>o. 
y  -  Ai:  -  B,3>.., 

Ie>(|iieiles  si»i\l  vériliécs  si  le  poini  (A,  R^  resie  [p^'.  i')^  a  rinlérieiii' 
(lu  lrKmi;le  l'OK.  diuil  les  e(ile>  uni  1  es|)eeti\eiiioiil  pour  eiiiiarniiis 

a  +  A;î-(-By  =  o  (QR), 
^  +  Ay  i-Ba=;o  (RP), 
yH-Aa-(-B(3  =  o     (PQK 

10:2.  Si  le  ituini  A.  lU  traverse  le  eolc  PQ,  la  loniie  F„  eesse  d'èlro 
reduile.  eai-  le  edeiruient  île  c  /  -'  devient  ni'j;alil';  nous  emploie- 
ions  la  stilislilurmn 

x^x-y, 

z  —  x—y—z-ht, 

(jui  loiidiiil  il  la  rtuiiie  K,. 

(y  -h  A«  +  Bjî;i{^-— z)--(-[i  — 3.y  +  A(i  —  aa:)-i-B(i  —  a,3)][3— x,l- 
H.[_«_yH-A(-(3-a)H-B(-y-i3)](x-/)^ 
+  [1  —  (3  H-  y  -f-  A  ;i  -  y  -Ha)  -i-  B(i  -  a  -h  |3)](jr  —  /)- 

-*-[-(3-y  +  Ai-y-«)^B(-«-^)](.)— ')^' 

-+-[.-«- y -rA(.-!3-a)+B(i- y -.3)](3-/V^ 
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laquelle  est  réduite  si  A  et  B  vérifient  les  inégalités  suivantes  : 
7  —  Aa  —  B3>o, 

I  —  2y  —  Ai  —  23;'  —  B   I  —  2  3   ^  •  o, 
-=^-7-  V-5-a  -B;-7-5  >o. 
1  —  3— y  —  A;i  — 7^  X   —  B   I  -a-f- 3'>o, 
—  3  —  7  —  V   —  7  —  3t  M-  B  —  a  —  3  >  o, 
I  -  a  -  7  ^  A   I  ~  3  —  a'  ^  B [  I  —  7  -  3  >  o. 

Ces  six  inégalités  sont  vérifiées,  pourvu  que  iepoini  'A.  B)  reste  à  l'inté- 


rieur (lu  quadrilatère  .NOPQ,  dont  les  côtés  ont  respectivement  pour 
équations 

7  +  Aa^B3=o       PQ  , 

1—27  +  A{i-2ai-r-B{i-23:;  =  o  ;N0), 
a^-7^A::^-aj-B:7-;5:  =  o  (QN), 
;3-r-7  ^  A(7  ^:ï'i-^B;a  — 3'==o     iPO), 


el  nous  dirons  que  F,  est  réduit  a  l'intérieur  du  (|uadrihitère  NOPQ. 
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103.  Si  le  poini  :  A,  B)  tiavcrsp  le  côtr  ON,  la  forme  F,  ecsse  d'être 
réduite,  et  la  substitution 

x  =  r~-  I, 

y~x—  l, 
z^  x  —  z 
eonduit  à  la  t'ornie  l-\, 

[  _  ,  +  27 -1- A  ;  -  I  +  oa)  M- Bi  -  I  +  a;3)]  0- -  sp 

-f-[2.— a  — 3-/  + AJa  —  ^  —  35!    -+-I5{2  — -/  —  3^;](z  — A-)- 
-!-[!-  a  -  3-/  +  A  ;i  -  3  —  3^:  -r-  B  ; .  -  y  -  3  3)]  (x  -;-)2 
-+-[—  I—  3  +  7  + Al— I— y +  3:)-î-B{— I  — a-l-p)](ar-W)a 
-i-[2  —  ,3  —  ■/  +-Ai;2  —  y  —  5;)+  B(2  —  ce—  ,3 '];_)•—  /)- 
+  [i  —  y-H  AJi- 5:+  B(i—  5:i](i;—  /)-, 

hi(|uellc  est  réduite  si  A  et  B  vérilient  les  inégalités  suivantes, 

—  i  +  2y-i-A— i-;-2aW15—  i  +  23;>o, 

2  —  X  —  3  y  -T-  A    2  —  |3  —  3  a  I  -T-  B  (  2  —  y  —  3  ,3 1  >  o, 

1  -  a  -  3y  +  A  ;  I  -  .3  -  3 ;< :  ^  B   I  -  y  -  3 ,3  >  o, 

—  I  —  ,3  +  y-4-A(— I  —  y  +  5<î  +  B— I  —  3:  +  .3'>-o, 

2  -  ;3  -  y  +  A  (  2  -  y  ~  .<  ;  +  n  (  2  -  a  -  ;î  1  >  < . , 

.      .-y+A(.-«)+B::,-3'>o, 

Ces  inégalités  sont  vérifiées  si  le  point  (A,  B)  reslo  à  l'intérieui'  du 
triangle  IMNO,  dont  les  côtés  ont  respectivement  pour  équations 

-  I  — (3-4-y  +  A[— I  —  y +  a)+B(—  1  —  a:4-,S):=:o     (MO), 

—  I  +  2y  -h  A(—  I  -h  2a)-i-  B(—  I  -f-  2p;  =  o     (NO), 

I-  a  -3y-(- A(!  -  [3-3a;i+  B;i  — y-3(3)=o     (MN), 

et  la  forme  V.,  est  réduite  à  l'intérieur  du  triangle  ]MNO. 

104.  Supposons  maintenant  que  le  point  (A,  B)  traverse  le  côté  MN; 
la  forme  F.  cessera  d'être  réduite.  Alors  la  substitution 

X  =  ar  —  Z, 

y  =)  -  '. 
z  =  a  —  / 
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conduit  à  la  forme  F^), 

[— i-l-a-î-Sy  +  AI—  i  +  ;3-(-35;1  +  B:— 1  -i- y -i- 3;3*li;  J  —  z]- 
-1-  [i  —  •/  -4-  A  ( I  —  a  )  -^  B  [ I  —  ,3 ]  '   2  —  .r  )- 
^[_a-y^A;-.3-a)+B[--/-3j];.r-jr- 
^[«  +  27+ A  [  5+ a^; +  6(7  ^2,3)1(^-0^ 
+  [4-3-/^A;4-35t:  +  B(4-3.3n:;--0' 
-:-[3  — 2a-67^A(3-23-65:;-^B;3— 2-/-6;3)]i;2-/)2, 

qui  est  réduite  si  les  six  inégalités  suivantes  sont  vérifiées  : 

—  I  ^  a  -^  37  -f-  A  -  14-  .3  -i-  3^;  -^  B;-  I  +  7  ^  3,3' >i, 
I  —  7-hA;i  —  3!)4-B[i  —  3>o, 

—  a  — 7-+-A[—  ,5— a;-+-Bi— 7— 3>o, 
a  —  2  7  -i-  A  (  jj  ^  2 5;  '  —  B  (  7  -+-  2  3  '■  >  o, 
4-37-r- A(4-  33;)-B;4-  33  >o, 
3-22-67^  A,3-2.3-65c;-i-B  3-27-6,3  >o. 

Il  est  facile  de  voir  que  ces  inégalités  sont  vérifiées  si  le  point  (A,  B) 
reste  à  l'intérieur  du  quadrilatère  KLMN,  dont  les  côtés  ont  respecti- 
vement pour  équations 


i-4-2«-!-37-hA(  —  i^^  —  3^'- 
I  -  7  -4  A 


B  -1^74- 3,3;  =  o     (MN), 
-;«^^B'i- 31=0     (ML1, 


a  +  7  +  A(^-f-a;^B;7  +  ,3:,=  o     (NK), 
3-  2S.-674-  \.3  -  2,3-63:'^Bi3  -  27-G,3'  =  o     (KL], 

et  la  forme  F;,  est  réduite  à  l'intérieur  du  (luadrilatère  KL.MN. 

105.  Si  le  point  (A,  B   traverse  lecoléKL,  nous  ferons  la  substitution 
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qui  conduit  à  la  forme  F., 

[-3  +  3H-5y.4- A;;-3  +  ;3  +  5 x'  +  B  [  —  3  +  y  -h  5^]][r -  z]^ 

-f-[7.-a-3;   -^A!>-^-  3aj  +  B(2--/-  3|3;](x-j)2 

-f- [  -  3  +  3  a  +  6-/ -4- A  ;  -  ■î  +  2 13  +  6a) -+- B  (  —  3  4- 2y  +  6(3)]  [ar  —  f 

+  [  3  -  a  -  4  y  +  A  { 3  -  (3  -  4  a  ) -4- B  (  3  -  y  -  4  [3 1  ]  (  j  -  /  )  = 

+  [-  -  2a-  97  +  A  (7  ~  ap  -  9a)  +  B;7  -  2y  -  9(3 )]i  s  —  /;2. 

Cette  forme  est  réduite  si  les  inégalités  suivantes  sont  vérifiées, 

—  3 -f- a -h  5y -t- A  (—  3  +  j3  +  5a)  +  B  (— 3  +  y  +  5j3  !  >  o, 

4  — 2a— 7y  + A(4— 2[3—  7a)-f-B(4  — 2y—  7[31>o, 

2  — a—  ■3y  +  A(2  — (3-3a)-4-B(2-y-3(3)>o, 

—  3  +  2a  +  Gy  4- A(—  3  H-2p-h6a)  -l-B(—  3  +  2y  +  6p)>o, 

3-a-4y+Ai3-[3-4a)  +  B(3-y-4[3)>o, 

7  —  2a-9y  4- A(7-2,3-9a~>  +  B(7-  2y  — 9|3)>o, 

et  ces  inégalités  sont  vérifiées,  si  le  point  (A,  B)  reste  à  l'intérieur  du 
triangle  IKL,  dont  les  côtés  ont  respectivement  pour  équations 

—  3  +  a-J-5y-i- A(—  3  +  [3  +  5a)  +  B(— 3  +y-l-5{3):=o     (Kl), 

4_o.a_.y  +  A(4-2(3-7a)  +  B(4-2y-7[3)  =  o     (LI), 

—  3  +  2a  +  6y-4-A(— 3  +  2[3  +  6al  +  B(-  3  +  2-y4-6(3)  =  o     (KL). 

lOG.  Si  Ton  traverse  LI.  la  forme  F^  cesse  d'être  réduite  et  la  sub- 
stitution 

x  =  r—i, 

y  =  X—  t, 

z  =^  .r  —  z 

conduit  h  la  forme  F5. 

[_  4  +  P.a  +  -y  4-  A  (-  4  +  9.p  +  7a)  +  B  (-  4  +  2y+  7P)J  (j-  z)= 
-l-[ii-  4a  -iGy-)- A(ii  — 4i3-iGa)  +  B(i.  -  4y  -  i6;3)]  (;:  -  ;r)2 
-h  [G-  3a  — loy  +  A(6  — 3,3  — ioa)4-B(6~  3y  —  lo^)]  (^  — j,-)^ 

+  [— I  +  a  4-3y  +  A(— i4-(3  +  3a)  +  B(— i-h-y  4-  3;3jl(jr—  0" 
4-[i  — y  4- a;i  — a)4-B(l  —  |3)](7— /)2 

4-[i4-a  — 2y4-A(i4-,3  —  2a)4-B(l4-y  —  2[3)](s—  /)-. 
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qui  est  réduite  si  les  six  inégalités  suivantes  sont  vérifiées  : 

—  4~2;«-T- 7-/-T- A  -^4  +  2,3 -i- 7  a   —  B  —  4h-2-/ +7,3  >o, 

II  —  4^  —  iGy-r-Aii  —  4,^  —  i6:z-i-Bii  —  4"/~'63;>o, 

6  — 33c-ioy-T-A  6  — 33-103:;  ^Bi6-3-/-io3;i>o, 

—  I  4-  a  -i-  3y  +  A  —  I  ^  p  -!-  Sz^  ^  B  —  I  —  y  +  3^'  >  o, 

I  —  y  H-  A   I  —  2i   -t-  B   I  —  3   >  o, 

I  —  a  —  2 y  -+-  A  (  I  —  3  —  2  3;  ;  ^  B  !  I  —  y  —  2  3  ;  >  o. 

Ces  inégalités  sont  vérifiées  si  le  point  'A,  B)   reste  à  l'intérieur  du 
quadrilatère  GHIK,  dont  les  cotés  ont  respectivement  pour  équations 

-4  +  2a-7y^A  -4^2.3-7^   _B  -4-2y-:3    =0  LI  , 

6  —  Sa:  —  loy  -;-  A  j6  —  33  —  loa^  —  B  6  —  3y  —  io3  =z  o  GH;, 

,_y-H  a;i  — 3;   -i-B:i  -  3  =0  LGl, 

I  —  a  —  27  +  A  ^i  —  3  —  -ij.   +  B  ^i  —  y  —  23  ^  u  JH  ;, 

et  la  forme  F-  est  réduite  à  l'intérieur  du  quadrilatère  GHIK. 

107.  Enfin,  si  le  point  (A,  Bj  traverse  le  côté  LG,  la  forme  F,  cesse 
d'être  réduite,  et  la  substitution 


conduit  à  la  forme  F„  : 

[—  I  +  y  +  a;—  i-r-  st)  +  B:—  1  -^'p\[y  —  ^'r 

^  ^  2  _ -,  _  3  7  +  A  ,  2  -  3  -  3  îc  1  +  B  f  2  -  y  -  3  3' ■    3  -  :c  ;,  2 
-i-[7  —  3^:  —  iiy  —  A7  —  3^— ii3c;-T-B;7— 3y  — II  ;5)]  (^c— j)- 

-1-  [10  —  4:z  — 167  -t-a;io  — 4^  —  i5a;-4-B;io  — 4y  — i5|3)j{ar  — /)2 

+  I  _  3  H-  2a  -r-  6y  +  A   -  3  +  2,3  -^  6x  -^  B  -  J  ^  2y  4-  63;]  ;;•  —  tY 
+  [a  +  2y  +  A(3-^2a   +B;y+  2;3;:]  (s  - /)^. 
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Celle  forme  est  rétluite  si  les  six  inégalités  suivantes  sont  vérifiées  : 

—  I  +7  -T-  A(— 1  —  a)  -+-  B^—  1  -+-  3i  >o, 

1  —  X-   3-/-i-  A(2  — ,3  —  3a:;  -^6(2  — y  —  33;  >o, 

7-82:  — 117 -+- A  ;•;  — 3,5-112^-1-  B  7  -3/-II3  ;>o, 

10  —  (a  —  iS-/ -T- A   10  —  4,3  —  1  J2t  ^B^io  — 47  — i55  >  o, 

—  3  ^aa-t-  (J-/  -+-A;—  3  +ï'^-^6y.)  -t-B(— 3  -i- 3/ ^  6^;  >  o, 

a-i-  2-/  -f-  A(;3  -i-  2a)  -i-B[-/  -i-  2  3;  >o. 

Il  est  facile  de  voir  que  ces  inégalités  sont  vérifiées  si  le  point  (A,  B) 
est  à  l'intérieur  du  triangle  EGL,  dont  les  cotés  ont  respectivement 
pour  équations 

—  I  —  y  --  A  J—  I  —  a   -T-  B  ^—  I  -+-  (j^  =  o     ■  LG ; , 

7  —  3a-  iiy-4- A(7  — 3;3-  1 1  «; -^  B  (7  —  3y  -  iiP;  =  o     (GE), 
-3-T- -a -<-6y-- A  -3-^2;3--6a';-f  Bi-3  4-2y  +  6,3;:  =  o     (EL), 

et  la  forme  F,.,  est  réduite  à  l'intérieur  du  triangle  EGL. 

108  D'ailleurs,  si  l'on  calcule  les  valeurs  numériques  des  coelficients 
de  la  forme  ¥(,,  on  voit  que  les  ternies  de  ces  coefficients  sont  propor- 
tionnels aux  termes  des  coefficients  de  la  forme  F^;  seulement  l'ordre 
est  différent.  Mais,  si  dans  la  forme  F„  on  remplace  les  lettres  a;,  j, 
z,  t  respectivement  par  z,  t,  a-,  r,  cette  forme  F„  devient 

[10  —  4a:  —  i5y  -i-  A;io  —  4,3  —  i5x   -+-  B;io  —  4/  —  ^5?]]  (/—  -z)'- 
+  [2  —  a  — 3y-+- Ai;2  — ;3  — 3a)  +  B;-i  — y—  3p)]  [z  —  x)- 

+  [a-r-?.y-h  Ai;,3-f-2a;  -I-  B(y-^2(3;]  [x—yY^ 

-4-[i  —  y-i- A  ;t  —  a'-t-  B(i—  i\][x  —  i]-^ 

+  [-  3  -H  2a  ^  6y  -I-  A  ;  —  3  +  2;3  -^  6a:)  -1-  B  —  3  -I-  2y  +  6;5)J  j-  —  t]"- 

+  [7-3a-My-^A(7  — 3;3-iia;d-B.(7  —  3y  —  ii  P)]  ;Z  — /)^ 

et  les  coefficients  de  cette  forme  F,,  ainsi  transformée  donnent  des 
rapports  égaux  entre  les  termes  constants  et  les  multiplicateurs  de  A 
elB. 

Si  l'on  remarque  en  outre  (|ue  les  subslilulions  qui  deF„  conduisent 
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à  celte  dernière   forme  l\   peuvent  se  remplacer  par  la  substitution 
unique 

y  =  x  —  2z, 

z  =:x  -i-  ly  —  5z, 

on  voit  que  V^  peut  s'écrire  ainsi, 

[— ^  +  (3:  +  2y)r— (3a+2p  +  55/)s]2-i-A[— .r+((3  4-2a)j— (3(3  +  2y  +  5aj;]2 
-t- B  [- ^  +  (■/ -r- 2^)  j  -  i;3y  +  2«  +  5(3);]-, 

et  cette  expression  peut  encore  s'écrire 

c'est-à-dire  que  la  forme  F,.,  se  déduit  de  F^  en  midlipliant  V\  par  (  i  —  •/)-, 
après  avoir  remplacé  A  cl  B  respcclivement  par 


si  l'on  opère  sur  la  forme  F^  périodiquement  et  successivement  la 
série  des  substitutions  qui  ont  conduit  de  F^  à  F,,,  on  obtiendra  une 
suite  de  formes  réduites  à  l'intérieur  de  triangles  ou  de  quadrilatères 
qu'on  déduirait  facilement  des  triangles  et  quadrilatères  déjà  obtenus. 
On  formera  ainsi  une  chaîne  de  triangles  et  de  quadrilatères  qu'on 
poursuivra  indéfiniment  au  moyen  d'une  suite  périodique  de  substi- 
tutions, et  cette  chaîne  s'étendra  à  partir  de  F^  indéfiniment  dans  les 
deux  sens  si,  outre  les  substitutions  qui  conduisent  de  F,,  à  F,,,  on  ap- 
plique périodiquement  la  série  des  substitutions  inverses,  c'est-à-dire 
la  série  des  substitutions  qui  ramèneraient  de  F^  à  Fq. 
Mais  cette  chaîne  ne  couvre  pas  le  plan. 

109.  Revenant  alors  à  la  forme  F^,  qui  est  réduite  à  l'intérieur  du 
triangle  PQR,  je  traverse  le  côté  PQ,  ce  qui  me  conduit  à  la  forme  F,, 
réduite  à  l'intérieur  du  quadrilatère  PQON;  puis  je  sors  de  ce  quadri- 
latère par  le  côté  QN,  et,  la  forme  F,  cessant  alors  d'être  réduite,  j'ap- 
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plique  à  cette  forme  la  substitution 

X=x—z, 

qui  conduit  à  la  i'ornie  F,, 

(-«-A;3-By)(j-2)^+[.-y  +  A(.-«)+B(.-(3)](3-^)^ 

+  (n-A  +  B-)(^— j)2  +  [i  — œ  — 3-/  +  A(i-(3-3a)+B(i-)/-3;3;](x-/)2 

+  ['-«-î3  +  A(i~|3--/)  +  B(i-y-«)](r-0- 
+  [a+y  +  A(|3-l-3:'-^B(y-i-|3)l:s—  /j^, 

laquelle  est  réduite  si  les  six  inégalités  suivantes  sont  véritiées  : 
—  a— A|3-  H7>o, 
I  -  -/  4-  A  (  I  —  a)  +  B(i  —  [3)>  o, 
1  +  A  +  B  >  o, 

I  —  a:  —  3y  -+-  A  (i  —  (3  —  3a  I  +  B(i  —  y  —  3;3;i  >  o, 

,_«_p    H^A[i-;3-y)     +B[.-y-a)    >  o, 
«+-/+A(,3-f-a)+B(y  +  p;>o. 

Ces  six  inégalités  sont  vérifiées  si  le  point  (A,  Bj  reste  à  l'intérieur  du 
triangle  NQS,  dont  les  côtés  ont  pour  équations 

a4-Ap-î-By  =  o     ^QS), 

I  — a-3y  + A{i-[3-3a;  +  B(i  — y-3(3)=o     (SN), 
a  +  y +  A([3  +  a)-f-B(y  +  [3)  =  o     (QN), 

et  la  forme  F,  est  réduite  à  l'intérieur  du  triangle  SON. 

110.  Cette  forme  Fj  cessera  d'être  réduite  si  le  point  (A,Bj  traverse 
le  coté  NS;  alors  la  substitution 

x^x-y—.z  +1, 

T-  •      ■-    .  Z  T=X  —z 
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conduit  à  la  forme  Fg, 

-i  +  a  +  3-/-+-A(-i-h[3-+-3a)-hB;-i  +  -/  +  3(3)](j  — z)2 
+  [ I  —  2 y  -^  A  ;' I  —  2 3; ^  +  B ; I  —  2 î3)]  I s  —  :r  j- 
+  [2  —  a:  —  3-/-i-A[2  —  |3— 3a)  +  B(2~y  —  Sp':]':!;  —  j']- 
+  [— i  +  3y4-A(— n-3a)  +  B(— i  +  3(3j](x— /j- 
+  [2  — a  — 4y  +  A:2  — p  — 4a)4-B;2  — y  — 4[3)](/— <)2 
-^[3  —  a  — 2/  + A(3  — [3  — 2a;n-B(3  — y  —  2;3']:s  —  ?)2, 

et  cette  forme  est  réduite  si  les  six  inégalités  suivantes  sont  vérifiées  : 

—  H-a-l-3y +  A(— i  +  [3-(-3a)-i-B^-  i  +  y  +  3(3j>o, 

1  —  2  y  -I-  A  (  I  —  2  a  )  H-  B  (  I  —  2  !3  J  >  o, 

2  —  a  -  3y  +  A  (2  -  (3  -  3:z;i  ^  B(2  -  y  -  3;3;;>o, 

—  i-^3y-^  A(— i4-3a'  +  B   —  i-h3;3  >o, 

2  —  a  — 47-^  A,2  — ;3  — 4îc;  +  B(2  — y  ~4(3:>o, 

3  -  a:  -  ay  +  A ^  3 -  p  -  23:;  H-  B ( 3  -  y  —  2(3:  >  o. 

Ces  inégalités  sont  vérifiées  si  le  point    A,B]  reste  à  l'intérieur  du 

Fig.  .G. 
R 


quadrilatère  NSTU,  dont  les  côtés  ont  respectivement  pour  équations 

-  I  +  «  +  3y  ^-  A(  -  I  +  |3  +  3^:  +  B,,  -  1  +  y  +  3|3)^  o  (NS), 

,_2y  +  Ari-25c)  +  B;i-2[3)=o  (NT), 

_,  +  3y_uA(-i4-3a)  +  B:-i-r-3(3)  =  o  (SU), 

2-«-4)'  +  A(2-i3^4«)H-B(2-y-4(3)=o  (TU). 


I  28  I,.    CHAUVE. 

La  forme  Fg  est  donc  rétluite  à  rintérieur  du  qundrilatère  NSTU. 

111.  Cette  forme  cesse  d'être  réduite  si  l'on  traverse  le  côté  TU,  et 
alors  la  substitution 

X——  z~  t, 

^■=       x—y—z^t, 

donne  la  forme  F^, 

[—  1  +  5:  +  ?.•/-+-  A(— r +  3+  2a)  +  B(—  H-y-f-2;3)J{/-  3)2 

+  [4  -  2a  -  7-/  +  A  [4  -  2,3  -  7«)  +  B;4  -  2-/  -  '^p]][x-yy^ 
-h[  —  2  +  x-h^y-hM~2-h^-i-4x]  +  ]i[~9.  +  y-h^^]][x—l]- 
+  [5^  2î!  -  6y  +  A  ;5  -2^-Gx'  +  ]^[5-  -yy  -  Q>^y~  ; ,-  -  ty- 
+  [i  —  a  —  y  +  AJi  —  p— 5:'  +  B|i— y— ;5;](:;  —  /;-, 

qui  est  réduite  si  les  six  inégalités  suivantes  sont  vérifiées  : 

—  I  -t-  3t  +  2  y  +  A  t  —  I  +  ^  -7-  2  a ,  +  B  [  —  I  4-  7  +  2  ^  '  >  o, 
I  —  y  +  A  I  —  a  )  +  B  (  I  —  p  )  >  o, 

4  _  2a  -  7y  +  A  (4  -  2,3  -  7  ^;  -h  B(4  -  2'/  -  7,8j>  n, 

—  2  +  3;  +  4/'  +  A(— 2  +  ,5+4=^'^-B;— 2-|-y+431>o. 

5  -2a-6y  + A;5-2,3-6s!;:+  B;5— ay-G^  >o, 
I  —  2  —  y  +  A   I  —  3  —  jc  +  B(i  —  y  —  3)>  o. 

Ces  inégalités  sont  vérifiées  si  le  point  (A,B)  reste  a  l'intérieur  du 
(juadrilatère  TUIV,  dont  les  côtés  ont  respectivement  pour  éciuations 

—  I  +3;  +  2y  +  A— i+,3+25!;i-l-B;  — i+y  +  2,3;=  o  (TI), 

4  -  2  s:  -  7y  +  A(4  -  2 ,3  -  7  s:;  +  B  ;4  --  2y  -  7 ,3)  =  o  (IV), 

—  2  +  a+  4y  +  A(— 2  +  ;3  +  4a'  +Bi—  2  +  y +  4,31  =  o  (ÏU), 

I  -3c-y  +  A:.  _,3-3:)+B(.-y-;3;=o  (UV). 

La  forme  F,  est  réduite  à  l'intérieur  du  (juadrilatère  TUIY. 


RÉDVCTIOX   DES  FOrOIES  OlIADllATIorES  TERNAUÏES  POSITIVES,   ETC.  I  2() 

112.  ftlnis  cette  forme  Fj  cesse  d'être  réiUiito  si  l'on  traverse  le  cùlé 
UV,  et  thiiis  ce  os  la  substituiion 

x=     X  -  y, 
conduit  à  la  forme  F,,,, 

+  [3-5c-t7^  A;3-^-Ga:  +  B,3  -y-G;3;](.r-  /]^ 
^[6  —  3j:—  7  7  -i-  A  6  —  3p  —  7:(;-^  B  G  — 3"/  —  7,3]  ;.)■  — /;- 
+  [  -2  —  3C  —  ly  ~  S    1  —  3  —  2 s:    -^  B ^  2  —  y  —  •,>. ^5 ,  j  ■  3  —  / j-, 

(jui  est  réduite  si  l'on  a 

(- I -r  ic -T- 7  +  Al  —  I -f-  ,5 -^  ^;  T-  H;-  I  -  y  -;- ^i>  <., 

y-^A:.--B.3>o, 

—  1+3-/^  A^— I  -;-35t   +B(— I  -i-33;>o, 

3_a-67--^  A(3-3-Ga)-i-Bi3-^7-G3i>o, 

6-  3^  — 7  7-;- AiG-  33  —  75:'  -;-  B;G—  37-  7,3;>o, 

2  —  5t  —  2  7  H-  A   a  —  3  —  2  a:  )  —  B  2  —  7  —  2  3  >  o, 

cl  ces  inégalités  sont  vérifiées  si  le  point  f  A,  H)  reste  à  l'inlérieiir  du 
triangle  UVW,  dont  les  côtés  ont  respcctivenicnt  pour  équations 

—  I  -I-  3!  -h  7  +  A  I  —  1  +  3  -H  3<  ;  +  li  ;  ^  I  +  7  H-  3  =  o     [  U  V  j , 
_,^3y-^A;-n-3a;-^B(-i^  33:  =  0     (WU), 

3  -  a  -  G7  +  A  ^3  -  p  -  Ga)  4-  B  ,,3  -  7  —  6  3>--  o     ;  VW  ). 

La  forme  F,„  est  donc  réduite  à  l'intérieur  du  triangle  UVW. 

1 13.   Si  l'on  traverse  UW,  la  forme  F,o  cesse  d'être  réduite,  etdans  ce 


i3o 

cas  la  substiUilion 


iiièiic  lu  Corinc  F, , 


L.   chauvi:. 

X  z^  X  -'  z, 

r  =  r  —  '. 

z  =  x  —  l 


4- [2  -  5!  -  3-/ H- A(2  -  |3  -  3  j:) -+- B(2  -  ■/ -  3(3)]  (s  -  x!^ 
+  [_  o  +  ^  +  4.^  -4.  A  (  -  -2  4-  |3  -f-  4^)  -  B(-  2  -^  y  +  4  ;3)]  [x-yY 
4-[3  -  3<  -  5-/  4-  A,;3  -  ;3  -  53:)+  B(3  -  7  -  5(3)] (x  -  /)^ 
-f-[5  -  3^  -  4-/  +  AfS  ~  3,S-  4==)+  B{5  -  Sy  -  4P)]-/-  /]--" 

_.r_..^4^-,A(_,+4^:^-B;-.-4P)](s-/]^ 

(|iii  est  rûcluile  si  l'on  a 

1  —  3y  +  A[i  -  35C  4-Bii  —  3^)>o, 

2~  a  — 3-/  -+- A;2-  |î-  33;  -f-B  2  — y—  3f;>>o, 

—  2 -r-  5( H- 4 7 -h  a;  — 2 -h-  ,5-4-  4 se)-?-  b;  — 2  -)--/-(- 4 [3) >o, 

3-3c--57-i- A,3-3-5a)-i-B;3~-/-53  >o, 
5- Sa  — 4/-!- Ai5— 33  — 43;;-i- B  5  —  37  — 43  >  o, 

—  I  4-  4  7  +  A  i  —  I  4-  4  ^-  4-  B ,  —  I  H-  4  3  '  >  0, 

et,  pour  que  ces  inégalités  soient  vériliées,  il  tant  que  le  point  (A,  B; 
reste  à  l'inlérieur  du  quadiilalère  LWXY.  donl  les  côtés  ont  respective- 
ment pour  équations 

1 -37-t- Ail  —  3a:-i-Bii  —  3^):=o     (UW), 
2-a-  37-)-A(2  — |3-33:;-!-B;2  -y-Spj^o     (WY), 

—  2  -i-  a  H-  47  4- A  (—  2  -f-  ;î  -4-  4^!"^  b;—  2  -^  7  -h  4(5;=  o   (UX), 
I  — 47-(-  a;i  -4^)4-  b;.-4,3)  =  o   (xy). 

La  lornie  K,,  est  donc  réduite  dans  !(■  iiuadrilalère  UWXY. 


ll'i.    Knlin,  si    l'on  traverse  le  côté  WY,  la   foriue  F,,  cesse  d'él 
duile  i  t  la  substitution 

x  =  y  -  t, 

z  :^  X  —  z 
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rondiiit  :i  In  forme  F,„.  « 

[-:•.  H-a+ V/4-A(-'H-(3-l-3«)+B(-'2H-y    !-  "^^jjfj-sjî 
-u-  [ ,  _  ^  H^  y  +  A  (,  _  p  .u  ^1  +  B(i  -  y  ^  P)]  (  3  ^  .t-:-^ 

-4-[3-4a-  y-;-A(3-4P-  al+Bi3-4y-  Pi](^-0^ 
-^  [5-  3.a-8y-i-A(5  — 2P-83:;  +  B  ( ''5  ^ -ly  -  8^)]lr  -  t)- 
-h[3_     a-fiy  +  A(3-     p^- 65:^-15(3-    y  ^  G^',][z  -  t)-, 

qui  est  réduite  si  l'on  a 

-  2  -t-  s:  -f-  3y  -h  A '—  :>.  H-  p  -4-  3 a)  4-  B (-  ■>  +  y  +  3 p)  >  o, 
I  — x-f-  y-!-A(  I— (3+  3;)+B(  I— y-f-  pi>o, 
y  +  Aa:  +  B;3>o, 
3_4^^  y  +  A(3-4?-  ^)+B(3-4y-  p)>o, 
5  -  -,«  -  8y  +  A(5  -  ?.;3  -  83:)  -f-  B(  5  -  ay  -  8,3)  >  o, 
3_    ^-Cy^ACi^    3_.6^)  +  B(3-    y_Gp)>o, 

et  ces  inégalités  sont  vérifiées  si  le  point  (A,  B)  reste  à  l'intérieur  du 
triangle  WYZ,  dont  les  côtés  vérifient  respectivement  les  trois  é(iua- 
tions 

-  2-f-  a  +  3y-t-  A(-2-i-  3  +  3sc)  -hB(-?. -l- 7  +  3,3)  —  o  (WY), 
i-3c-(-  y  +  A(  i-|3-»-  3:)  +  B(  i-y-i-  P)  =  o  (  YZ  ), 
3_a-6y+A(      3-3^-63:^  -i-B(      3-y-n.3)  =  o     (ZW). 

La  forme  F,,  est  donc  réduite  dans  le  triangle  WYZ. 

115.  D'ailleurs,  si  l'on  compare  les  coefficients  de  la  forme  F^  à 
ceux  de  la  forme  F„,  on  voit  qu'en  les  disposant  dans  un  certain  ordre 
ils  leur  sont  proportionnels,  et,  si  l'on  fait  dansF,.,  une  permutation  des 
lettres  iT,  j,  z,  /d'après  la  subslitulioii 

r  — — ^.r,     y —^  —  r,     z—r—f,     t  =  —  z, 


cette  forme  F,2  devient 


;5-2y-S;3)](r 

b;3-47-?)](^ 


-h[3-4=^-7-A;3-4,3- 

(y-i- A;«  +  B3);x— r;2 

[i  —  a:  -i-  y  H-  A  ;i  —  (3  -i-  a)  -{-  Bii  —  -/  +  |3)]  fx  —  <)2 
[^  9.  -t-  5c  ^  3y  +  A  (-  2  +  [3  +  3a)  +  B(-  2  -H  y  +  3(3)]  (j-  -  /)'^ 
+  [3  _  ^  _  6y  +  A  (  3  -  ;3  -  6x]  -+- 15  (3  -  y  -  6^)]{z  -  /;-, 

et  les  coefficients  de  cette  forme  ainsi  transformée,  comparés  aux  coef- 
ficients correspondants  de  la  forme  F„,  donnent  des  rapports  égaux 
entre  les  termes  constants  comme  entre  les  multiplicateurs  de  A  et  B. 
D'un  autre  côté,  les  substitutions  successives  qui  de  F„  conduisent  à 
F,^  se  ramènent  à  la  substitution  unique 


x  = 

- 

tx 

- 

y- 

-3z 

r  = 

- 

X 

- 

r- 

-  ?.z 

z  = 

- 

X 

- 

v  ^ 

-4^ 

de  sorte  que  F,..,  peut  s'écrire 

[—  (aa  -)-  3  +  y'^  —  i  a:  -i-  3  4-  ?.y;_)-  +  (3a  -i-  2;5  4-  4y)3]- 
-l-  A[—  [-ijS  -)-  y  4-  x^x  —  (!3  +  y  -f-  aal^'-t-  (3(3  -t-  2y  +  ^izls]- 
--B[-(2y+a-p)x-(y  +  a4-2(3)j+(3y  +  2a  +  4.3)^]-^ 

ou  encore 

■/'-[xx  -{-  ^y  -^  y  z]-  -h  Xx-{^x-i-  y/ -i-  az)--h  B32(y:r  -i-  ay-h  (32)-, 
et,  par  conséquent,  F, 2  se  déduit  de  F„  en  multipliant  F„  par  7°,  après 
avoir  clian^é  A  et  B  respectivement  en  A  —,  et  B  — ,  • 

P  1  y.  y. 

Si  donc  on  applique  à  F,^  périodiquement  et  successivement  les  sub- 
stitutions qui  ont  conduit  de  F„  à  F,o,  on  obtiendra  une  nouvelle 
chaîne  de  formes  qui  se  déduiront  des  formes  comprises  entre  F,,  etF,o. 

116.  L'ensemble  des  deux  éléments  de  chainos  obtenus  ci-dessus 
est  représenté  par  h  ^g.  17,  où  il  faut  remarquer  que  le  quadrila- 
tère NKIT  correspond  h  une  forme  9  qui  n'appartient  à  aucune  des 
deux  séi'ies  de  formes  obtenues  ci-dessus. 
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Si  l'on  combine  la  série  des  substitutions  par  lesquelles  on  passe  de 
,  à  Fo  avec  la  série  des  substitutions  qui  conduisent  de  F„  à  F, 2,  on 


formera  un  réseau   qui  couvrira   le   plan;   mais  ce    réseau  aura   des 
lacunes.  Ainsi  la  forme  (p  ne  pourrait  jamais  élre  obtenue  par  les  sub- 


stitutions précédentes,  et  il  serait  facile  de  voir  que  d'autres  forme:^ 
manqueraient  encore. 


l34  I..     CHAUVR. 

Pour  avoir  un  réseau  complet,  nous  tournerons  autour  de  F„,  et,  sans 
répéter  ici  la  série  des  calculs,  on  verrait  facilement  que  les  formes 
élémentaires  d'où  toutes  les  autres  peuvent  être  déduites  sont  au  nombre 
de  dix-neuf;  nous  donnons  ci-dessus  la  figure  élémentaire  [fig.  i8) 
cjui  comprend  ces  dix-neuf  formes.  En  même  temps  nous  changeons 
la  notation;  la  forme  primitive  ?„  sera  désignée  pary"o. 

Toute  forme  réduite  peut  se  déduire  d'une  de  ces  dix-neuf  formes, 
soit  en  multipliant  celle-ci  par  -y^  ou  (i  —7)"  après  avoir  changé  A  et  B 


respeclivonienl  m  A- 


rt  R*^,  nu  en  A  y — ^ 

7-  (i-yj- 


etB 


(•-PP 


soit  par 
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uue  combinaison  de  ces  deux  opérations  et  des  opérations  inverses,  et, 
comme  l'inverse  de  1  —  7  esta,  on  peut  dire  que  toute  forme  peut  se 
déduire  de  l'une  des  dix-neuf  formes  fondamentales  en  multipliant 
eelle-(.i  par  k"'' jî"*'/-',  après  avoir  changé  A  et  B  respectivement  en 


9,lhyl 


si  nous  figurons  une  portion  du  réseau  complet,  nous  obtiendrons  la  re- 
présentation précédente  {fig.  19),  dans  laquelle  les  lettres  affectées  des 
mêmes  indices  représentent  des  formes  correspondantes,  et  les  formes 
accentuées  s'obtiennent  par  des  substitutions  inverses  de  celles  (jui 
fournissent  les  formes  non  accentuées. 

Cette  figure,  comme  les  précédentes,  est  très  déformée;  celte  défor- 
mation a  pour  but  d'en  restreindre  l'étendue  et  de  la  rendre  ainsi 
plus  intelligible. 

117.  Les  dix-neuf  formes  élémentaires  d'où  toutes  les  autres  peuvent 
se  déduire  sont  fournies  par  le  Tableau  suivant;  les  substitutions  qui 
séparent  deux  formes  sont  celles  qui  permettent  de  déduire  chaque 
forme  de  la  précédente,  ii  moins  d'indications  contraires. 


[,._y_A;i-a'H-ij;!-[5:];r-2j-+['-^-"A(.^p^-B(i-7::](3-^)2 

-r- [1  -  ;3 -^  A  [i  -  7; -- B(i  -  a;]  I  ^  -  rj— -  -  a  -  A^  -  By)  >  -  i;- 
+  i-;î-Ay-Ba)j--/j^^  -7-Aa-B^)(r-0^ 

X  =  —  X  -i-  j, 

z  —  —  X  -ry  -i-  z   -  t. 


i36 


f^. 

Aa-f-B;3)(j-2;---f-[i-  ay-î- A(i  -2a)^B(i-  a|3)(s-x)- 

_  ^  _  -^  +  A  :-  3  -  ^;  -  B  [-  y  -  pi]  (x  -rY 

I  -  (3  +  7  4-  A  (.  -  -/  +  al  -  B  ;.  -  «  +  p)]  (:r  -  0'^ 

-  ?  -  7  +  A  (-  -/  -  «1  +  B  [-  a  -  ;3)]  (,r  -  l\^ 

1  —  3c  — y-t-  A  ;i  —  3-  xl-t-  B[i  -  y  —  ;3;](s—  if)-, 

X  ^  —  :;  -1-  /, 


[pH_yH.A(y  +  ^;+B[a  +  ,5j](r-s)^  +  [2-y+A(2-«;  +  B(2-p)](3-*-)=: 

.!_[,_  y  H,  A  (l- a)  H- B(.-, 3)]  (.r-;-)^ 

+  [•  +  ?  -  7  +  A  (i  +  y  -  «]  4-  B[i  +  a  -  p)]  (j:  -  /)^ 

+  (-  3  -  Ay  -  B«;(r  -  lY  +  [.  _  2^  -^  A(.  -  ay,  +  B(,  -  2a)](.  -  lY, 

x  —  —  z-i-l, 
y—x—y  —  z-ht, 


-  Ay  +  na)(r--zj-  +  [i  — 3,3-+-A;i  —  3yl+B(i-  3^']  >  —  ;i-)- 
[ a  +  a  +  A  (  ?.  -i-  p  1  -f-  B  (  a  4-  y  1]  ; X  —  .)•) - 
[,_«_.2y^^A(.-p-aa)4-B(.-y-2p)](x-0^ 
(y  H-Az  -f-B|3)(r—  <)-  +  («  + A3+  By)(2  — /)-, 

X  ir;  —  7  —  /, 
Z^  X  —  z. 


r.icniT.Trox  des  romir.s  nr\DnATii)rF.s  TF.nNAiiu'.s  positivi:s.  ctc 


(_  y  _  A  a  -  B,Q)(j  -  s~^+  (.  +  A  -h  B)  S-   -  x]-- 
+  [,_o^A(,-y:,  +  B;.-a)]i>-r;2 
+  [i  -SjS  — y  +  .\(i-37  _:,)4-Bi;i-  33;-  p']{x  -  ly- 
+  [[5  +  ■/  +  A  (y  +  5;)  +  B(^  -t-  ,3;]  (;^-  -  T^ 
+  [i  -  a  -  y  +  A  (.  -  ,3  -  î.)  +  B  ;i  -  y  -  ,3']  '3  -  /'^ 

■r  =  —  ;  -f-  ^ 

r  =  .T  —  >•—  s  H-  /, 

z  ^  .r  —  s. 


fn. 


[-  (P  +  7)  +  A  (-  y  -  ^;  ^  B  1  -  a  -  3)]  (j  -  ..l'^ 

+  [.  -  a  +  (3  4-  A  (i  -  ^  +  y)  +  B(.  -  y  +  a)]  (s  -  .r)'-: 

+  [i  +  y  +  A  (iH-  a:-^  B  (t  +  pi]  (x  -  r)'-^ 

+  [i  —  (3  —  y  +  A  (i  —  y  -  a)  -T-  B  (i  -  a  -  ;3;]  (x  -  ^j'-i 

-)-(P  + Ay  +  Ba)(j-  0--4- [1-23+ Ail  - -ly  '  -i- B  >  -  2  a)]  (z  -  0'. 


(-  «  -  A?  -  By)(j  -  z)--'+  [a  +  ?  4-  A(P  +  y  )  +  B(y  +  a]  (  ;  -  ^.)2 
+  [i  — aa  + A(i  —  3,3)  +  B(i  —  2yl](.r— _r)3 
+  [2  -  ;3  -h  A(2  -  y)  -+-  B(2  -  a)]  (x  -  /;- 
4- [.  +  a  -  [3  +  A(i  +  .3  -  y)  +  B(i -(- y  -  alK  r --0' 
-F  [i  -  l3  +  A(t  -  y)  +  B;i  -  cy.]]{z  -  /)-, 


.r  =      X  —  }; 


I  ),'-i  •  I..   niAr.vr.. 

(pl-A-/+  na)(r-  zY'  +[l  -  X-  ?>  -h  \'<  -  3  -  y)  ^^  li[,  -  y  -  a]' 

-   [i  ~  3oc  -h  A(i  -  SP)  -\-  B[i  ~  -iyYiix  -  ty- 

-^-[\~  ^+  \[i  —  y]  +  ïi{i  —  z]][x—  t)--h{x  +  A^-hBy)[z  —  t] 

y  --  X  —  t, 
z=^y  —  z. 


^c 


[a  +  (3  +  A(,3  -i-  y)  +  B(y  +  «)]  (j  -  zY-+  (-  p  ^^  Ay  -  I$a)(z  ■ 
•I  [?,  -4-  a  -4-  A  (?.  +  (3)  -h  15  (c  -r  -/)]  [x  -~  y]-  +  ( ,  +  A  +  B  )  [x  - 
.,.[,_  3^  -  ,3  H-  A  (I  -  3^  -  y)  +  15,;.  ~  3y  -  ajj  [y  -  ty- 

-!-[.-«-.  A(.-p)-i-B(>-y)](.-0^ 


2=       X  —  z. 


(a  4-  Ap  -f-  Ry)  [y  -  z';- +[- y.  -  y  ^- K[~ '^  -  x) -hB[- y  ~  <^)][z  -  .7-)  = 
H-  [?.  +  y  -<-  A  (o  -I-  a)  +  B(a  -u  p)]  (^  -  r)^ 

+  [r-f-  a-y  +  A(n-;3-a)  +  B(i  -)-y-p)](.r-  0- 
+  [,  _  2a  -!-  A(.  -  :>.p)  H-  B(.  -oy  1]  [y- (Y 
-f-  f .  H-  y  +  A(i  H-  a]  -hB[i  +  ?)]  (s  -  0-, 


x=y—  t, 
j  —  X  —  /, 
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A. 

[a: -f- ■/ +  A  ,  ,3 -)- 3:)  +  B  (y  +  5)J  ;  j  -  s  )- 

+  [ ,  _  ^  u.  A  ; .  -  .3  ;  -.  B  ( .  -  7  :  ]  ;  3  -  X  )  ^' 

-f-[2-a-+A;2-^)  ^B(2-y;],.r-j-;^ 

-^[1-3:  -hy  +  A;i  -p-^o.,  -r-Bii  — y-f-,3)](.i-  -  i,- 

^.  [, _  2y  +  A (.  -  lor.]  -  n;.  -  2^)]i;r  _  /;^-  -y  -  a^  - b^) (3  -  /)^ 

.r  =  a;  —  t, 


;y  +  Aa  +  Bp)(j-5):;--(a  +  A^  +  By),3-.r;^ 

_^.[,_^-^A(.-^)  +  B;i-y;,](ar-.r:^ 

-h[i  —  22  ^  ;3  +  A;i  —  2,5  — y'  ^B,i  —  2y-  :? 
^-[r  — 3y  ^-  Afi-Sa"  -■)- B.  i  -  3;3)]  (j- -  /)- 

+  [2  4- ^  +  A,2  +  y;  -h  B(2  +  y.)][z  -  /;^ 

.r  =  y  —  /, 
r  :=  X  -  /, 

3  —  .r  —  z. 


-  ^  -  A3  -  By](  j-  -^)^  4-  [,  __  y  +  A(i  -  2)  +  B^.  -  p]][z    -  xY 
-i-(i  -h  A  -r-B)(a:— jj-' 
-f-[.-a-3y  +  A(i-;3-32£)  +  Bi;i-y-3;3j]{.r  -  0' 

-^ [2 -t-y-^  a(2  +  3:)-4-b;2  +  3  ]'j  —  /;- 

+  [a  -i-y  +  A;(3-ha)  +  B;y +  3;ji;3  -  /;-, 

x=i  X  ~y  ~z  -\-  l, 
,=-3   1-/, 

2  =  ar  —  z. 


i^\o 


I  -H-a  +  3y  +  A(— i  +  p  +  3a)  +  B(— 1  +  7+  3|3)](j 
+  [i  —  ?,•/  H-  A(i  —  2a:)  -t-  BJi  —  2{3)](z  —  ;;;)- 
+  [2-«-3y +  A(2-,5-32)  -t-Bi2  — y-  3(3)](r- 
-4-[-i  +  3-/H-A(-i  -+-  3a)  +B(-i  -4- 3(3)]  (a? -0' 
-h[2-a-4y  +  A(2-p-4a)  +  B(2-y-4(3)](7- 
+  [3-a-2y  4- A(3-,3-25:;  -H  li  [  3  -  y  -  0..^)]  (^  - 

Dans/;,,  la  subslilutioii 


•onikiil  il  la  l'oiii 


[_    .  +  ^.^  +  A  (-  .  +  2a       :-  B(-  .  +  2p)](r-   3  p 

+  [.,  _  ^  _  3y  +  A(2  _  p_  3a)  +  B(2  -  y  -  3,3)](3 
_,_[,_^^3y  +  A(i-p-3a)  +  B(.-y-3[3)](^-- 
+  f^-^2yH_A((3+2a)-.B(y  +  2;3)](x-0- 
+  [3  +  a  H-  A(3  +  ,3)  +  B(3  +  y]][r -  t)' 
+  [,_yH-.A(i-a)-hB(.-p)](z-0- 

Dans/5,  la  subslilulioii 


xy- 


condiiil  il  la  foiniu 


[_,  +  2a  +  A[-«+2,3]  +  B(-.  +  2y)j(;--^)^ 

4- [2  —  2a  4-y  +  A(2  — •2;3-i-a)-4-B(2  — -27 +  [3)](z  - 
-(-[3  — 2a  -l-y  -f-  A(3  — 2p  -f-a)  +  B(3  —  2y +  |3)](x-' 
-l-[P-+-2a-(-A(y  +  2;3)+B(a  +  2y)](j:-/)^ 
+  [i  -  a  +  A(i  -  f3)+  B(.  -  y)]  (j  -  0" 
+  [3  +  ^  +  A(3+y)+B(3-t-a)](3-0-. 


-rV 
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DaDs/c  la  subslilution  

z  T=  X  —  z 
conduit  a  la  forme 

[— I  -i-  3z  -i-  3  ^  A;—  1  -^  3^5  +  7)-t-  Bi  —  I  +  3/  +  a  ](_)•  —  :;)- 
+  [3—  2a-  ^-h  A^3  —  n3-7;;-4-B^3  — oy—  y_)]:^x -- y]-^ 

+  [  — I-H33C -f-A;  — i-^35;-i-B,~  I -i-3-/;î;x -/)^' 

-;-  ^  I  -  2a  -!-  A  (i  —  ?  3  +  B  I  —  ay  j  ;)■  —  '  - 

-i-[2-  3a -3 -h  A  ^2-  33--/:-i-B(2-3y  ~  y:]\z  ~  l]\ 

Dans/a,  la  subslilution 


conduit  à  la  forme 

/■,;. 

[-  i-i-23-i- A(-i^2-/  -^  r.^-i-^  2a  j,  r-  5)- 

-[.-33-y^A;.-37-a:  +  B;i-3a-3:](^-x)^ 
-h[3  — 23  4-a-!-  A  [3-  2-/ -4- (3-^  H(3-  2a -:- y)]  (.r -,)) 
-!-[2;3  -i-  y  +  AJay  -h  a,4-B;25:-^^)]  (jc—  /]- 
+  [.-3-A;.-y;+B;.-a]](;--/;^ 
-l-[3+y  -^  A:;3  +a;  -^  î5i3  4-5:]:2  —  l'\-. 


Enfin,  dans/,,,,  la  substitution 


X  =:  X  —  y  —  z  -^  l, 
z—x—z 


!..     CHAUVE. 


conduit  à  la  l'orme 


[-  14-3,3-4--/  + A  :;-!-+- 37  -f-^;  4- B;-  ■-(-  3: 
-h[3  -  2^-  y-f-A[3  -3-/ —  s;;4-B(3  -22 

+  [2-4?-7-T-Ai;2-47  -î!)4-B(2  -43: 

+  [2  —  3,3  —  -/  4-  A(2  —  3y  —  a)  4-  8(2  —^x 


4- [-14- 3,3  4- A 

-4[>-~23-A(, 


f-I-4  3. 


;    B   I    - 


—  /  -. 


Tel  est  l'ensemble  des  dix-neuf  formes  élémentaii'c 
d'où  l'on  peut  déduire  toutesles  autres  formes  équiva 
et  réduites  pour  des  valeurs  données  de  A  et  B. 


(311(7- 


lentes  à 


forme,/;, 


II<S.    jjiiiii,   la   représenlatiou   symljoli(|ue ,    où    clia(|ue    forme   e^t 
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représentée  par  un  point  et  est  reliée  par  une  droite  aux  formes  qui 
lui  sont  conliguës  par  un  côté,  fournit  \^  fig-  20,  qui  corre>pond  à  la 
figure  générale  du  n°  116  [Jîg.  19',  les  mêmes  lettres  désignant  les 
mêmes  formes  dans  les  deux  figures. 


DES  UNITÉS  COMPLEXES  FORMÉES  AVEC  LES  IRRATIONNELLES 
nu  TROISIÈME   DEGRÉ. 


119.  Soit  une  équation  du  troisième  degré  à  coefTicit'nts  entiers 

f  \v    =0, 

et  soient  a,  /3,  7  les  trois  rcaines  de  cette  équation. 

Soit  o  (a)  un  polynôme  en  «  à  coefficients  entiers;  nous  dirons  que 
o(a)  est  une  unité  complexe  si  la  norme  de  œ(«)  est  égale  à  l'unité, 
c'est-à-dire  si 

La  recherche  des  unités  complexes  est  liée  à  la  réduction  des  formes 
ternaires  :  c'est  ce  que  nous  montrerons  brièvement,  réservant  pour 
un  autre  travail  une  étude  plus  approfondie  sur  ce  sujet. 

120.  Pour  le  montrer  sur  un  exemple,  soit  l'équation 


dont  nous  désignerons  les  racines  par  a,  j'5,  y,  et  soit,  s'il  est  possible 
une  unité  complexe  formée  avec  a. 


Le  produit  o{a)  o(fj)rû(y)  est  (''giil  au  dclcrminnnl 


<■     h 
Considérons  la  forme 

f^--:[x-\~  c.y  -^.^  y.- z'-  -r- -y. M.v  ■ 


385 


qui  est  réduite  (n''  36)  si  A  reste  compris  entre  i  et  -^ 

Multiplions  cette  forme  par  \o[c/.)\-;  on  aura  une  nouvelle  forme  /; 

F=/9(a)---  [x[a+  ba-\-  ca-) -I- /(«a-i-  by.--^  ?.c)  +z[ax--\-  2/)  +  2ca)]- 

>'  [x[(i+by  -h  (-■y-]+y[<^y  -^    hy-  ^  ic)  +  ziny-  -\-  2b  -^  2cy)], 

OÙ  A,  désigne  le  produit  A    ,':..■,• 

On  peut  encore  écrire  celte  forme  F  de  la  manière  suivante: 

F  =  [rix-h  ■}.(■)■+  7.b :  -^.-  a{b X  +  ay  -]-  ■?.€ z]  +  x-^cx  +  bj  +  az)Y 

-h  9.A,  [rt^-  -h  7.C.-J-  -1-  ■y.bz  +  ^[bx  +«/-)- 2^3)+  ^y-[cx  -+- by -h  az)] 
X  [ax  +  2cy+  36-  +  y{bx  -^  ay -i-  2cz] +  y-[cx  +  by -h  az]]. 

Mais  cette  forme  F  se  déduit  de/en  changeant  A  en  A,,  puis  faisant  la 

substitution 

X  ^ax  -i-  0.  cj-  ^  ibz, 

yz=bx-h     ay-^-?.cZ. 

z  —  ex  H-     by  -h     (iz. 

Le  déterminant  de  celtesubstitution  est  précisément  égal  à  çjfa)  9(^)9(7), 
qui,  par  hypothèse,  est  égal  à  l'unité;  donc  la  forme  F  est  équiva- 
lente à/. 

Les  deux  formes  /  et  F  sont  donc  deux  form'es  équivalentes,  et,  la 

,  " .        .  .  385     ,  , 

première  étant  réduite  si  A  reste  compris  entre  i  et  -^7-»   la  seconde 

est  réduite  si  A  reste  compris  entre  les  mêmes  limites,  multipliées  l'une 

et  l'autre  par     'K}  —  -  Les  deux  formes  /"et  F  sont  donc  deux  formes 

'        ?iP)9(V) 
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équivalentes  réduites,  et  les  coefficients  de  la  seconde  sont  évidem- 
ment proportionnels  aux  coefficients  de  la  première,  c'est-à-dire  que, 
si  l'on  considère  la  série  périodique  des  formes  réduites  auxquelles  nous 
a  conduit  la  réduction  de  /,  nous  voyons  que  /et  F  sont  deux  formes 
correspondantes,  c'est-a-dire  occupant  le  même  rang  dans  la  période  ii 
laquelle  elles  appartiennent,  et  les  mêmes  substitutions  fournissent 
les  formes  contiguês  à/et  les  formes  conliguës  à  F. 

Donc  toute  unité  complexe  o (a)  formée  avec  la  racine  réelle  a  de  \  2, 
permet  d'obtenir  une  forme  réduite  F  correspondant  à/. 

121.  Inversement,  deux  formes  réduites  correspondantes  fournissent 
une  unité  complexe. 

En  effet,  soit  F  une  forme  correspondante  de/;  on  a  vu  que  dans 
deux  formes  correspondantes  les  coefficients  qui  sont  de  la  forme 
a^b\  ont  des  valeurs  proportionnelles  pour  a  et  h,  c'est-à-dire 
qu'après  un  changement  convenable  de  A  la  forme  F  peut  se  déduire 
de/en  multipliant/par  un  facteur  qui  est  d'ailleurs  un  carré,  désigne 
dans  le  cas  général  par  M-  '</.). 

Ainsi,  la  substitution  qui  fait  passer  de/à  F  revient  à  changer  conve- 
nablement A,  puis  à  multiplier/par  le  carré  d'un  polynôme  entier  en  y.. 


et  je  dis  que  ce  polynôme  est  une  unité  complexe.  En  ellét,  mullipiier 
par  un  tel  polynôme  revient  à  faire  la  substitution 


^'^r- 

-~2BZ, 

Aj- 

-iCz, 

Br- 

-    A:. 

Le  déterminant  de  cette  substitution  est  égal  à  1 ,  puisque  les  formes 
F  el/sont  équivalentes;  de  plus,  ce  déterminant, 

A  2C  ^B  I 
B  A  2C  , 
C       B       A 


est  égal    au   produit     A- 
Donc  la  quantité  A  -^  Bî 


Ba^Ca- 


-i-C/Sv'A-f  By-i  Cy'). 


C.a'-  est  une  unité  complexe. 


I  '\C>  L.    CnARYE. 

l'22.  AiiKsi,  louU's  les  unités  complexes  el  les  seules  unités  complexes 
qui  peuvent  être  formées  ;ivec  a  sont  les  racines  carrées  des  muitipli- 
caleuis  (]ui  donnent  les  formes  F  correspondantes  à/.  JMais  on  a  vu  que 
tous  CCS  multiplicateurs  étaient  des  puissances  d'un  seul  d'entre  eux; 
donc  toutes  les  unités  sont  les  puissances  d'une  seule  d'entre  elles,  qui 

est  :       -     :  :  .. 


Dune  toutes  les  unités  complexes  de  la  forme 

a  -)-  /»  y  2  ^-  c  y  4 

sont  des  puissances  positives  ou  négatives  de  \  2   -  i ,  el  l'un  peut  écrire 

(a+6iy^  +  cv4)=(ï/ï-i)", 

où  «  dcsigne  un  nombre  entier  positif  ou  négatif. 

123.  Ce  qui  vient  d'être  démontré  est  vrai  pour  toute  é(]ualiun  du 
truisième  degré 

ij;  (^)  =  x-'  H-  px-  +  qx  ->r  r~o 

à  coefficients  entiers  et  n'ayant  qu'une  racine  réelle  a,  les  deux  racines 
imaginaires  étant  désignées  par  /5  et  7. 
Soit 

<p(a)  =  a  +  hx  -\   ca.'- 

une  unité  complexe  formée  avec  cette  racine  réelle. 
Pour  former  la  norme  de  ?   «j.  savoir 

?(«)9(P)9()'). 

remarquons  que  cette  quantité,  égalée  à  zéro,  exprimerait  que  les  deux 
équations  "^{-r)  ~  o  et  <p(.r)  =  o  ont  une  racine  commune.  La  norme 
de  œ(«)  est  donc  le  résultant  des  deux  équations  (j>(-r)  =  o  ei(f{x)  —  o. 

Ce  résultant  peut  être  formé  ainsi. 

Les  |)roduits  x':j{x)  et  x-(^[x)  peuvent,  en  tenant  compte  de  ré(iua- 
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lion  4'(-ï',  =  o,  s'écrire  de  la  manière  suivante, 

o[x\  =  a  -^  bx  ^  ex-, 
X  (f[x)  =:  a' -h  b'x -^  c'x-, 
x-o!x]  ^=  a" -h  b"x  +  c"x'- , 


OÙ  a',  b' ,  c',  a  ,  b 
déterminant 


sont  des  nombres  entiers,  et  le  résultant  sera  le 


b 
b' 
b- 

Si  ç/(aj  est  une  unité  complexe*  ce  déterminant  sera  égal  à  i. 

D'un  autre  côté,  soient  jS  et  y  les  racines  imaginaires  de  i|(^   =o,  et 
considérons  la  forme 

f—  [X  -h  a.y  +  a.-  z  V-  4-  2  A  { *•  +  3/  4-  (3-  s  )  [  j;  4-  y  y  -\-  y-z). 

Si  nous  multiplions  cette  forme  par  o-(«)  et  si  nous  posons,  pour 
abréger, 

?{«)  =  ?(«). 

«9  (a)  =91  (a^,  ' 

3t-  9(aî  =  90  (a], 
nous  pourrons  écrire 

F=  [a:9(aj -t-J9i  (a)  4- ^92(a|]- 


ou,  en  posant  A, 


?'(«) 


?(P)9(yJ 

F  ^  [ax  -+■  a'y  4-  a"z  -h  a(bx  4-  b'f  t-  b"z ':  4-  «-  ■  ex  -h  c'y  4-  c"z ]]- 

4-  2  A I  [ax  4-  a'y  4-  a"z  -h  (3 1  6  jr  4-  b'y  4-  b"z    4-  (3- 1  ex  4-  c'y  4-  c"z  i  ] 

X  fax  —  «'j+  «'2  4-  yj^jr  4-  6  j' 4-  b"z\  -h  y-   ex  —  c'y  +  f"^)], 

ce  qui  montre  qu'on  passe  de /à  F  en  changeant  A  en  A,,  puis  faisant 

la  substitution 

X  =z  ax -i- a'y -i- a"z, 

y  =  bx  4-  b'y  4-  b"z, 

z  =  ex  4-  c'y  4-  c"z. 


il  il  l'iinilé  «i  çl  «)  est  une 


l/jiS  L.    CHAUVE. 

(lonl  le  (létermiiKiiil  est,  coiiinie  on  l'a  vu, 
iinilo  complexe. 

Donc  les  formes/et  F  sont  écjuivalentes. 

Supposons  que/ soit  réduit  pour  certaines  valeurs  de  A;  F  sera  aussi 
réduit  pour  des  valeurs  de  A,  faciles  à  établir.  De  plus,  les  coefficients 
de/et  F  sont  évidemment  proportionnels,  et,  par  conséquent,  dans  la 
suite  périodique  des  formes  réduites,  les  deux  formes /et  F  sont  cor- 
respondantes, c'csl-a-dire  occupent,  chacune  dans  sa  période,  la  même 
place. 

Donc,  au  moyen  d'une  unité  complexe,  on  peut  déduire  une  forme  F 
correspondante  de  la  forme  / 

124.  Inversement,  deux  formes  réduites  correspondantes  fournissent 
une  unité  complexe. 

En  effet,  soit  F  une  (orme  réduite  cori'espondante  de  /';  on  a  vu 
(n"  34)  que  l'on  pouvait  passer  de  /  à  F  en  changeant  convenable- 
ment A  et  multi|)liant  /  par  un  facteur  carré  M" (a).  Donc  la  substi- 
tution qui  permet  de  passer  de  /  à  F  revient  à  la  multiplication  de  / 
par  ce  facteur  carré  IM'-ia). 

Soit  donc 

M(aj  =  A+  Ba:  -h  Ca"-, 

et  posons 

aM(a)=A'+B'« -l-C'a-, 

«-M(a)  =  A"+B"a-f  C"5C-, 


1  A,  B,  C.  A',  B',  C.  A',  B',  C"  sont  des  nombres  entiers. 

Le  déterminant  de  la  substitution  (jui  fait  passer  de/ à  F  sera  donc 


A 

B 

C 

A' 

B' 

C 

A" 

B' 

C 

et,  les  deux  formes  étant  équivalentes,  ce  déterminant  est  égal  à  i;  ce 
déterminant  n'est  d'ailleurs  autre  chose  que  la  norme  do  ]M(2<  .  Donc 
M(a)  est  une  unité  complexe. 

Ainsi,  les  seules  unités  complexes  et  toutes  les  unités  complexes  (|ue 
l'on  peut  foiincr  avec  y.  sont  les  racines  carrées  des  niulliplicateurs  (jui 
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l'oiirnisseiU  les  formes  correspondanles  à/,  el,  comme  ces  muUiplic-a- 
leurs  sont  (oiis  des  puissances  de  l'un  d'enlie  eux.  on  voit  que  toutes 
les  unités  complexes  formées  avec  a  sont  des  puissances  de  l'une  d'entre 
elles. 

J'ai  supposé  que/élait  réduit  pour  certaines  valeurs  de  A;  il  pour- 
rait arriver  que/ne  fût  réduit  pour  aucune  valeur  de  A,  mais  on  ver- 
rait facilement  que  ce  casse  ramène  au  précédent. 


125.  J'examine  entin  le  cas  où   une  équation  du  troisième  degré 
aurait  ses  trois  racines  réelles. 
Soit  donc 

d/ 1  .r    =  x'-'  -r-  px-  -r-  qx  —  r  =  o 

une  équation  du  troisième  degré  à  coeftlcients  entiers  dont  les  trois 
racines  a,  /3,  7  sont  toutes  les  trois  réelles. 
Soit  o{a.)  une  unité  complexe,  et  posons 

9 (a)     -  a  -^-  b a.  ^  Lc- , 

a  o  (a)  =r  a'  -\-  b' x  -i-  c' x-, 
a-  0  ( a )  =  a" -h  b"x  -r-  v"x-, 

OÙ  a,  b,  c,  a',  h',  c,  a  ,  b",  c"  sont  des  nombres  entiers. 
On  a 

„      h 

•(«)9((3)  ?(■/!  = 


«'      // 


Considérons  la  forme 

/=  >+ a;- 4- a- 3  )■--+- A  [x -4-  (3j-^  ^- z)^- -■- B[x -\- yy -i- y'- zyK 
Je  multiplie  celte  forme  par  o-   a   et  je  pose 

fo-  ^x ;  =  F,     a  O  ,  stj  ^  9(    x],     X-  o'[x'  ^  Oo  (a). 
J'ai  ainsi 


oHc 


[x(^{y]-hyo,[y)  -v-zo,{y]]-^ 


(lu'on  peut  encore  écrire,  ;iprcs  avoir  posé  A,  —A  -~rt-\  et  B,  =  B  —^.S 

F  =-  [<i.v  -I-  n'y  4  a"z  -h  x[l>x  -~-  l'y  +  b"z'  H-  a-\cx  -{-  c'j--^c"z]]- 
-I-  Al  [ax  *  a'}-  ->.-  n"z  -4-  ^[bx  -i-  b'y  +  b" z)  +  (3-(c^  -^  c'y  +  «^"2^' 
-+-  B,  [ax  +  a' y  -h  a'  z  -h  y  [b x  -t-  b'y  +  6"2)  -\-  y- [ex  -A-  c'y  -i-  c"z)]-, 

et  celte  forme  pourrait  se  déduire  de/en  cliangcant  A  en  Aj,  B  en  B,. 
et  faisant  la  substitution 

X  ^=  ax  -h  a'y  +  a"z, 
y  =  bx  +  b'y  +  l)"z, 
z  =^  ex  -r  c'y  -^  c"z, 

dont  le  déterminant  est  par  liypolhèse  égal  à  1. 

La  forme  F  est  donc  équivalente  à/,  et  si/est  réduit  pour  certaines 
valeurs  de  A  etB,  F  sera  également  réduit  |)Our  certaines  valeurs  de  A, 
cl  B,,  faciles  a  déduire  de  celles  qui  conviennent  à/. 

La  l'orme  F  et  la  forme/sont  donc  deux  formes  réduites  équivalentes, 
dont  les  coeiricients  vérifient  évidemment  les  conditions  de  proportion- 
nalité nécessaires  pour  que  ces  deux  formes  fassent  partie  d'une  chaîne 
périodique  de  formes  où  chacune  occupe  une  place  analogue. 

Donc  une  unité  complexe  permet  d'obtenir  une  forme  F  occupant 
dans  une  chaîne  périodique  de  formes  une  place  correspondante  à  la 
place  qu'occupe  /". 

12().  Inversement,  deux  formes  correspondantes/et  F  fournissent  une 
unité  complexe. 

En  elfel,  on  a  vu  (n°  64)  qu'une  forme  F  correspondante  d'une 
forme  /pouvait  se  déduire  de  /  en  changeant  convenablement  A  et  B 

et  nuilll[)liant /'par  un  facteur  carré  M'-(a),  tel  que 


et  SI  1  on  pose 


aM(5£i=A'-l-  B'a  H-  C'a-, 
a2M(«)  =  A"4-B"a  +  C"«=, 


le  déterminant  de  la  sabstitulinn  par  huiuelle  on  peut  passer  de/à  F 
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Or  ce  déterminant  est  égal  à  i ,  puisque/et  F  sont  équixalents;  donc 
M{v.)  est  une  unité  complexe. 

Il  résulte  delà  que  des  formes  correspondantes  de  /'on  peut  tirer 
toutes  les  unités  complexes. 

Maison  a  vu,  dans  la  représentation  des  formes  par  l'introduction 
d'exponentielles  (n"  70  i,  que,  connaissant  toutes  les  formes  réduites 
dans  un  carré  dont  les  côtés  sont  égaux  ii  l'unité,  ou  obtient  des  formes 
réduites  correspondant  à  un  point  quelconque  du  plan,  en  augmentante 
et  ('  de  nombres  entiers,  c'est-à  dire  que,  si  IM-(a)  et  N^(a)  sont  les 
multiplicateurs  par  lesquels  on  déduit  tle/deux  formes  correspondantes 
(le  deux  séries  différentes,  on  obtiendra  toutes  les  formes  correspon- 
dantes de/en  multipliant/par  .M'"'  «)  N-^(a),  î'ety  étant  deux  entiers 
positifs  ou  négatifs. 

Donc,  toutes  les  unités  complexes  9 (a)  sont  de  la  forme 

c'est-à-dire  sont  les  produits  des  puissances  de  deux  unités  complexes. 

Il  n'y  a  donc  que  deux  unités  distinctes;  toutes  les  autres  sont  des 
produits  des  puissances  de  ces  deux  unités  fondamentales. 

J'ai  supposé  que/  pouvait  être  une  forme  réduite  pour  certaines 
valeurs  de  A  et  B;  l'examen  du  cas  contraire  se  ramènerait  facilement 
au  précédent,  et  je  n'en  parlerai  pas. 

127.  Je  veux  seulement  faire  remarquer  encore  que,  si  a,  /3,  y  sont 
liés  entre  eux  de  telle  façon  que  les  produits  et  les  puissances  de  ces 
quantités  puissent  s'exprimer  par  des  polynômes  en  a  à  coefficients 
entiers,  il  n'est  pas  nécessaire  de  considérer  la  forme/,  savoir 

/=  -^  -t-  a  J  -T-  x-z]-^  A  [x  -+-  p  r  +  S-  s  -  —  B fjT  ^  yy  +  y-z]- ; 

mais  on  peut  prendre,  par  exemple, 

f=^    XX  -T-  py  —  -/  ;  -  4-  A  {^.v  —  yr  —  a:.]- —  B'yx  ^  a  y  4-  (3  z  )-, 

et  de  celte  forme  ou  peut  encore  déduire  des  unités  complexes. 


iSa  I.-     IIIARVK. 

Une  unité  complexe  pourra  alors  s'éerire 

a  y.  '■    l'P  '"  (■■"/, 
et  l'on  devra  avoii- 

ay.  ■;    b'j  —  c-j    '«,3  -!-  h-/  --  c y.     ny  --  bx  -+-  tp    =  i, 

et  il  sullil  (le  remarquer  (jue  nuilli|)liery  par  [aa.  -;-  è,S  -t  c/  -  revient 
à  faire  une  certaine  suhstitulion  de  déterminant  i . 

Mais  je  laisse  pour  un  autre  travail  de  plus  longs  développements  sur 
ce  sujet. 

En  terminant,  je  remercie  M.  Hermite  des  conseils  (ju'il  iii';i  prodi- 
gués; c'est  grâce  à  lui  qu'on  trouvera  peut-être  quelque  nniivciiulr  diiiis 
le  présent  travail.  Je  remercie  aussi  M.  Darhoux,  qui  a  hieu  voulu  m'eii- 
courauer  dans  mes  recherches  et  m'aidei'  aussi  de  ses  allectueux  conseils. 


NOTE  SUR  LES  SUBSTITUTIONS. 


On  a  vu,  au  n°  29,  ([ue  les  substitutions 


O        I 

o     o       ei     T  — 


I        o       —  I 

o      I  o 


)nt  les  éléments  nécessaires  et  sui'tisarits  de  toute  léduction. 
11  en  résulte  que  toute  substiluliun 

5^1        Cl       Cf.i     I 

h   (3,   h 
■h    y^>    73  t 

est  tquivakîile  à  une  ( ombinaison  des  substitutions  S  et  T. 


Eii  effet,  soit 'y  une  forme  rétliiile;  appliquons  à  cette  forme  la 
lution  U" '.  c'est-à-dire  la  substitution  inverse  de  U;  on  oblicndi 
une  transformée  0.  Cette  foiino  <!>  peut  être  réduite  au  moy 
seules  substitutions  S  et  ï,  et  lorscjne  la  réduction  sera  opérée, 
velle  forme  sera,  après  avoir  au  besoin  |)ermuté  les  vaiiables 
tique  à  s. 

Mais,  comme  on  peut  permuter  les  variables  en  employant  ui 
binaison  convenable  des  substitutions  S  etT,  on  voit  qu'on  peut 
de  la  forme  $  à  la  forme  ç  en  n'employant  que  les  snbslilnlioiis 
D'un  autre  côté,  on  passe  évidemment  de  <I>  à  o  eu  iViisaiit  dai 
substitution  U.  Donc  la  substitution  U  est  éciuivalenle  à  une  c^ 
combinaison  des  substitutions  S  et  T. 

On  peut,  du  reste,  le  démontrer  directement. 

Soit  en  ellet  une  substitution 


la  noi 


passer 

S  et  r. 

is  <l>  la 
ertaiiie 


y.     y.       V. 


où  nous  supposerons,  eu  permutant  au  besoin  les  variables 


Si  nous  faisons  suivre  celte  substitution  de  la  substitution 


ces  deux  substitutions  successives  pouriont  être  rem[)lacees  par  la  su! 

stitution  uniijue 

I   s:  -f-  /n  y."     y!  •+  /(  y"     x" 

lQ—\  p--^nil"     5' H- «,3"     ,5"     . 
•    ■  I   y +  /»■/'     y'-î  «-/■     /'  . 


OÙ  l'on  peut  disposeï'  de  m  et  de  //  de  manière  ijuc  a     -  iiiy" ,  a'  -f-  nry." 
soient  l'un  et  l'autre,  en  valeur  absolue,  inirrieuis  on  au  plus  égaux  à 


r54  L.    CHARVE. 

Nous  opérerons  ensuite  sur  la  substituiion  IQ  comme  nous  avons 
opéré  sur  la  substitution  !i,  c'est-à-dire  que  nous  amènerons,  par  une 
permutation  des  variables,  le  plus  petit  coefficient  de  la  première  ligne 
au  dernier  rang  et  que  nous  abaisserons  ensuite  les  deux  autres  coet'ti- 
cients  au-dessous  de  la  moitié  de  celui-ci. 

Un  nombre  évidemment  fini  de  semblables  opérations  nous  conduira 
finalement  h  une  substitution  2,,  qui  peut  s'écrire  ainsi  : 


y        y'         y" 

Joignant  alors  à  la   permutation  des  variables  .r  et  v  l'emploi  de 
substitution 


0,: 


DU  sera  cunduit  par  un  nombre  tini  d'opérations  à  une  subslitulioii 
dans  la(|uelle  les  deux  derniers  clcmenls  de  la  [iremière  ligne  seront 
nuls.  Soit 

:;..=-   ?   S'   p" 
7   y'   y" 

celte  substitution;  comme  le  déterminant  de  cette  substitution  est  égal 
à  l'unité,  on  en  conclut 


[i'y"-y'^fi": 


le  sorte  (|u'ou  a 


\  7    y    7 

Si  l'on  fait  suivre  cette  substitution  de  la  permutation  des  variables 
/  et  z,  ainsi  que  de  la  substitution 

I    •       o 


r.F.niT.TiON  DES  For.MFS  nr.\nr.ATiniT,s  TFr,>'.\iRF.s  posiTivr.î^.  F.Tr. 
on  sera  condiiit  par  un  nombre  fini  d'opérations  à  la  sulistitntion 

!:,=   !     ?        .        O    |. 

Faisant  enfin  suivre  cette  substitution  des  deux  substitutions 


j     1     o  I     ei 


o      o       I 


0  o 

1  o 


on  arrivera  à  la  substitution  identique 


Si  l'on  remarque  maintenant  (]ue  la  subsiitutioi 


résulte  de  la  composition  des  deux  suivantes 


on  voit  qu'on  parvient  à  la  substitution  identique  1^,  lorsqu'on  fait 
suivre  une  substitution  quelconque  2  de  certaines  substitutions  com- 
prenant seulement  : 

1°  Les  substitutions  qui  permutent  les  variables; 

2°  La  substitution   !  o     i     o      ou  son  inverse      o        i     o  i. 


(Jr  on  a  vu  que  les  substitutions  qui  permutent  les  variables  peuvent 
toujours  être  obtenues  en  combinant  les  substitutions  désignées  par  S 


1  =i()  !..  ciiM'.vF.  —  r.K.nrc.ïioN  dks  rnr.jiF.s  (,u\i)i; vtiqies,  f.tc 

et  T:  il  l'sl.  en  onlrc.  I':icil('  (!(!  vrrificr  (jul'  lu  sultsliluli(Hi 


est  ("'(luivalriilc  ;t  la  conihinaison  suivante  «les  siihsiitiitions  S  et  T: 
S^  T-  S  T-  S-  T-  S  T-  S  T'  S-  T^  S  T-  S  T  S. 
Quani  il  la  Mibstilulion 


([iii  (.'.'^l  l'inverse  de  la  |)récedente,  elle  s'oblient  par  la  combinaison 
S-  T^  S-  T-^  S-^  'I"^  S  T  S-  'I'-  S'^  T-  S  T-  S^'  T-  S. 

Donc,  en  adjoignant  à  nue  substitution  quelcon(|ue  2i  une  oci'taine 
combinaison  (le>  .substitutions  S  et  T,  ou  seia  conduit  à  la  substitution 
identique  ^i. 

11  eu  lesultc  ([ue  toute  substitution  U  est  équivalente  a  uue  certaine 
eonibinaisoii  des  substitutions  S  et  '[,  et  cette  combinaison  sera  ccdie 
qu'il  faut  adjoindre  à  la  substitution  2Î,  inverse  de  U,  pour  parvenir  a  la 
substitution  ideulioiie 


G        I        O 
O       o        I 


/'(■»■»( l's  d'iiiiprinicr  : 
l'.[|]S,  le  a  juillet    l8So. 
Ia    \u;K-lt,xiEM;   m:  lAcadiV 
(IHKAIII). 


Vi(  et  approuve  : 
l'aris,  le  n  juillol  1880. 
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SECONDE  THÈSE. 


PROPOSITIONS  DONNEES  PAR  LA  FACULTE. 


[)e  la  rotation  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe  dans  le  eas 
où  il  n'y  a  aucune  force  accélératrice. 

Formules  de  Jacol)i.  Expo.se  des  recherches  les  plus  récentes  h  ce 
sujet. 
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24.3  De  la  réduction  des  formes 

C53  quadratiques  ternaires  positive; 

et  de  leur  application  aux 
irrationnelles  du  troisième 
degré 
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